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ВВЕДЕНИЕ

Бурный рост возможностей вычислительной техники позволяет сегодня решать многие задачи путем модельных (машинных) экспериментов, не требующих ничего кроме мощного компьютера и соответствующего программного обеспечения. Таким способом можно смоделировать и изучить любой процесс от развития биологической популяции в определенной среде до ядерного взрыва. Однако всю информацию об окружающем мире, которая позволила построить эти модели и еще позволит развивать и уточнять их в будущем, люди получают только в реальных экспериментах, производя те или иные измерения и наблюдения над реальными явлениями и процессами, иногда направленно изменяя условия протекания этих процессов и изучая влияние этих изменений на измеряемые величины. Таким образом, в основе фундаментальных научных знаний лежит реальный эксперимент. Технологические разработки в прикладных областях часто используют уже сформировавшиеся научные представления, но если этих знаний недостаточно, оптимизация разрабатываемых изделий и технологических процессов также осуществляется экспериментально путем подбора условий, определяющих качество изделия или эффективность процесса.

Поскольку каждый эксперимент сопряжен с определенными временными и материальными затратами, очень важно правильно спланировать его, так, чтобы желаемый результат был достигнут скорейшим и наиболее «дешевым» путем. Эту задачу решает теория планирования эксперимента.

Реальный эксперимент неизбежно отягощен случайными погрешностями, связанными как с ограниченными возможностями приборов, так и с влиянием неконтролируемых условий его проведения. Поэтому корректные выводы по результатам эксперимента требуют их грамотной статистической обработки. И план эксперимента, и методы обработки результатов определяются целью эксперимента. Более того, эффективное планирование невозможно, если способ обработки результатов не определен.

Поэтому естественно объединить в одном учебном пособии вопросы планирования и статистической обработки результатов.
Специальная литература по планированию эксперимента имеется [1]-[3], но адресована она за редким исключением теоретику-математику, а отнюдь не экспериментатору-практику. По вопросам статистической обработки результатов измерений и наблюдений также можно найти как старые учебники [4], [5], так и новейший электронный учебник [6], размещенный на сайте фирмы StatSoft вместе с многочисленными программами статистической обработки данных (но этот учебник очень сложен и ориентирован, в основном, на приложение в гуманитарных науках). Практик же, оснащенный мощным компьютером, а порой и автоматизированной системой ведения эксперимента иногда не в состоянии из него извлечь нужную хоть кому-нибудь информацию. Не только в студенческих работах, но и в серьезных научных статьях и диссертациях нередко отсутствует четкая постановка задачи, а завершаются они выводами типа: «Количественно  получено хорошее  качественное  совпадение с такой-то теорией», или: «Полученная кривая  довольно хорошо  описывает наблюдаемую зависимость». Особенно уныло выглядят подобные выводы на фоне применения авторами дорогой аппаратуры, мощнейшего математического и вычислительного арсенала.

Простейшие статистические процедуры встроены во многие электронные таблицы, в частности, Exсel, а развитый арсенал статистических методов от усреднения и построения доверительных интервалов до метода главных компонент можно найти в составе пакета Mathcad. Поэтому сегодня проблема экспериментатора не в том, чтобы выполнить какие-то вычисления со своими экспериментальными данными, а в том, чтобы четко сформулировать цель эксперимента, грамотно его спланировать, выбрать метод обработки данных, наиболее полно отвечающий поставленной задаче, и после обработки использовать результат для принятия правильного решения, не забывая, что всякий вывод, сделанный по результатам эксперимента, носит вероятностный характер. Помочь в решении этой проблемы инженеру и исследователю и призвано данное пособие.

В пособии приводятся формулы и алгоритмы вычисления различных статистических характеристик обрабатываемых массивов и критериев проверки наиболее распространенных гипотез. Методы расчетов иллюстрируются примерами, как правило, из практики автора и сотрудников ПетрГУ. Это сделано для того, чтобы, с одной стороны, пояснить научную основу применяемых методов, а с другой - чтобы облегчить читателю при решении его задач использование стандартных программ и встроенных функций электронных таблиц, поскольку далеко не всегда название программы и функции достаточно для понимания реализуемого ею метода обработки данных, и, тем более, не позволяет выбрать нужный метод для решения конкретной задачи.

Пособие написано на основе курса лекций «Теория вероятностей и математическая статистика», читавшегося в течение ряда лет на физико-техническом факультете ПетрГУ, при этом освещается лишь раздел «Математическая статистика», поскольку по первой части курса имеется много методических пособий, задачников, прекрасный учебник [7]. В тех случаях, когда знание теории вероятностей необходимо для обоснования описанных здесь приемов обработки данных, читатель отсылается к соответствующим разделам этого учебника.

Второе издание данного пособия переработано, дополнено описанием метода главных компонент и алгоритмов проверки некоторых гипотез. Следует обратить внимание читателя, что в настоящее время появляется очень много учебно-методических материалов в Internet. Помимо уже упомянутого сайта [6] и «местных» обучающих программ [8] следует отметить электронный учебник по теории вероятности и математической статистике А. Д. Маниты [9]. Заинтересованным в углублении своих знаний в этой области, очевидно, необходимо отслеживать новые сетевые материалы.

1. ЦЕЛЬ ЭКСПЕРИМЕНТА

Формулировка цели эксперимента или, другими словами, постановка задачи - важнейший и часто наиболее творческий этап в деятельности физика-экспериментатора или разработчика новой техники и технологии. Именно цель определяет и план проведения эксперимента, и способ обработки полученных результатов, и их использование для принятия решений.          

Этот творческий процесс не поддается формализации. Однако при всем необъятном многообразии целей, которые может поставить перед собой исследователь, их можно, как правило, отнести к одному из указанных ниже типов. Некоторые из перечисленных типов задач могут быть как конечной целью эксперимента, так и промежуточным этапом при решении задач более «высокого» уровня. 

1.1. Задача измерения некоторой величины при фиксированных условиях

Такая задача может быть поставлена, например, если нужно получить справочные данные (время жизни атома в определенном состоянии, концентрацию носителей тока в некотором полупроводнике, температуру плазмы и т.д.), которые потом будут использованы в теоретических или конструкторских расчетах. 

Методы и средства измерений, способы оценки погрешностей составляют предмет метрологии [10]. Некоторые понятия и правила, связанные с этим процессом, будут сформулированы во втором разделе пособия. 

1.2. Задача проверки гипотезы

Это весьма распространенный тип задач как для физика, так и для технолога. Подтвердить (или опровергнуть) с помощью эксперимента ту или иную теорию; доказать, что изделия, выполненные по новой технологии, превосходят по своим параметрам старые образцы; выявить факторы, влияющие на интересующую нас величину, например, срок службы прибора; обнаружить связь между различными характеристиками объектов (или подтвердить отсутствие такой связи) - все эти задачи решаются по одному алгоритму статистической проверки гипотез. Этому будет посвящен третий раздел пособия.    

1.3. Задача выяснения механизма явления

Это типичная для физика-исследователя задача. Например, обнаружено, что мельчайшие частицы твердого вещества, попавшие в плазму газового разряда, в некоторых случаях образуют упорядоченные структуры. При незначительном изменении условий разряда, например, разрядного тока, эти структуры разрушаются, частицы начинают совершать беспорядочное движение. Механизм этого явления до сих пор до конца не ясен. Необходимо выяснить, какие именно параметры плазмы и свойства частиц важны для существования структуры, как возникают и как количественно характеризуются силы, удерживающие частицы на определенных расстояниях друг от друга. Количественные экспериментальные зависимости анализировать значительно легче, если они представлены в аналитическом виде. Один из методов нахождения таких зависимостей рассмотрен в четвертом разделе пособия.

1.4. Задача оптимизации

Это типичная задача конструкторских и технологических разработок. Например, требуется создать источник света с максимальной светоотдачей, конденсатор максимальной емкости при данных размерах, обеспечить максимальный выход продукта в химической реакции и т.д. В современной теории планирования эксперимента наиболее разработана именно программа решения задачи оптимизации. Эта программа практически применима и для решения задачи выяснения механизма явления. 

Решение этих задач рассмотрено в пятом разделе данного пособия.                             

1.5. Динамические измерения

Есть еще круг задач, которые можно определить как задачи динамических измерений (термин, принятый в метрологии) или задачи измерения функций, например, получение спектра излучения источника (зависимость яркости от длины волны), рентгенограммы «среза» детали или органа человеческого тела (зависимость коэффициента поглощения от пространственных координат) и т.п. Ситуации, когда решение такого рода задач является конечной целью эксперимента, сравнительно редки, но как промежуточный этап исследования такие задачи возникают часто. Особенность обработки результатов таких измерений заключается в необходимости учитывать искажающее действие измерительного прибора или принципиально неустранимые искажения, вносимые методом измерений. В этом случае говорят о решении так называемых «некорректных обратных задач» [11], [12]. Этот вопрос рассмотрен в седьмом разделе пособия.        

1.6. Классификация наблюдений, или распознавание образов

К этому типу относят задачи, в которых по набору (как правило, достаточно большому) признаков, характеризующих объект, его следует отнести к одному из нескольких различных классов. Например, автоматизированная диагностическая система по измеренным значениям давления крови, частоте пульса, параметрам состава крови и другим медицинским показателям должна признать человека здоровым или поставить ему один из диагнозов, на выявление которых настроена данная система. Другой пример - система искусственного зрения, установленная на автомобиле, по массиву потоков, зарегистрированных каждым элементом фотоприемной матрицы, должна распознать дорожные знаки и выработать соответствующие команды для управления движением. Один из мощных методов выработки информативных признаков, позволяющих классифицировать объекты путем комбинации непосредственных результатов измерений ‑ метод главных компонент – рассмотрен в шестом разделе пособия.

Необходимые справочные таблицы и некоторые вспомогательные материалы вынесены в приложения.

2. ИЗМЕРЕНИЯ ПРИ ФИКСИРОВАННЫХ УСЛОВИЯХ.

ПОНЯТИЕ ОБ ОЦЕНКЕ

2.1. Оценки параметров распределений

Результат любого прямого или косвенного измерения есть случайная величина. Предполагая, что средства и методы измерения и обработки данных не вносят систематической погрешности, будем считать объективно существующее истинное значение измеряемого параметра математическим ожиданием этой случайной величины. Точно определить это истинное значение принципиально невозможно. Все, что доступно нам, это, повторив измерения несколько (n) раз, получить выборку из n значений данной случайной величины: х1, х2,... хj,...xn. (иногда говорят, что это выборка объема n из генеральной совокупности значений случайной величины, понимая под «генеральной совокупностью» бесконечное множество значений, в котором каждое значение встречается с частотой, соответствующей его вероятности). С элементами выборки мы можем производить любые арифметические действия, образуя по определенным правилам новые значения, которые называются «выборочными характеристиками».           
Выборочная характеристика, которая позволяет судить о параметре закона распределения случайной величины, называется оценкой этого параметра.
Отметим, что оценка сама является случайной величиной. Действительно, взяв в качестве оценки математического ожидания (Mx) случайной величины х среднее арифметическое элементов выборки:     
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и, повторив опыт снова, т. е. опять сделав n измерений той же величины, получим другой набор х1 , х2,.. хj ,...xn и другое 
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, хотя  истинное значение измеряемого параметра останется тем же.           
К оценкам предъявляются следующие требования:           

· оценка должна быть несмещенной, т. е. математическое ожидание оценки должно равняться оцениваемому параметру;           
· оценка должна быть состоятельной, т. е. с увеличением объема выборки она должна сходиться к оцениваемому параметру по вероятности [7, гл. 6];           

· оценка должна быть эффективной, т. е. при данном объеме выборки иметь минимальную дисперсию.           

Общий метод нахождения оценок - метод максимума правдоподобия [5]. Мы не будем его рассматривать, так как практическое значение для нас имеют лишь следующие выборочные характеристики, удовлетворяющие вышеперечисленным требованиям к оценкам:           

1) в качестве оценки математического ожидания - среднее арифметическое выборки (см. (2.1));           

2) в качестве оценки дисперсии случайной величины х - значение, определяемое формулой           
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3) в качестве оценки дисперсии среднего арифметического
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 - значение, определяемое формулой           
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4) в качестве оценок коэффициентов линейных моделей - оценки, полученные методом наименьших квадратов (см. 4 раздел данного пособия);          

5) в качестве оценки истинного значения величины х, определяемой в серии из k измерений, каждое из которых выполнено различными методами (приборами), имеющими различные дисперсии, среднее взвешенное значение 
[image: image6.wmf]x
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, определяемое формулой [5]: 
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Здесь хj - результат измерения j-м методом (прибором); это, как правило, среднее арифметическое ряда повторных измерений тем же методом (прибором), Sj2 - оценка дисперсии этого результата. Если дисперсия одного результата для каждого метода (прибора) известна достаточно точно, то хj может быть получено однократно, тогда в (2.4), (2.5) вместо оценок дисперсий ставятся значения соответствующих дисперсий;

6) в качестве оценки дисперсии - средневзвешенного значения 
[image: image8.wmf]x

~

 - значение, определяемое формулой: 


[image: image9.wmf]å

å

=

=

-

-

=

k

1

j

2

j

k

1

j

2

j

2

j

2

x

~

S

1

)

1

n

(

S

)

x

~

x

(

S

.                                                         (2.5) 

2.2. Доверительные интервалы для оцениваемых параметров,

определение и условия их построения 

Получив по данным выборки значение оценки, мы, вообще говоря, еще не можем сделать никакого суждения об оцениваемом параметре. Действительно, пусть среднее из 10 измерений электрического сопротивления образца составляет 10,73 Ом. Каково сопротивление образца? Правильный ответ на этот вопрос должен содержать интервал, в котором искомое сопротивление лежит с указанной вероятностью. Например: «С вероятностью 95% сопротивление лежит в интервале (11(1) Ом». Очевидно, для такого суждения только знания численной величины оценки недостаточно. Указать вероятность попадания в некоторый интервал (или интервал, соответствующий заданной вероятности) можно лишь для случайной величины с известным законом распределения. Причем в нашем случае эта величина должна включать в себя и оцениваемый параметр, и оценку. Это удается сделать для оценок, перечисленных в предыдущем разделе, лишь при соблюдении следующих условий:          

1. Элементы выборки - независимые случайные величины.          

2. Они имеют одинаковое распределение.         

3. Закон распределения - нормальный.           

Математическое ожидание - истинное значение измеряемой величины, дисперсия определяется совокупностью причин, влияющих на случайную погрешность измерения и нестабильность объекта исследования.           

Поскольку практически все, что будет написано ниже в этом пособии, применимо лишь к результатам измерений, удовлетворяющим этим требованиям, в то же время в практике эксперимента они могут быть и нарушены, мы обсудим условия 1-3 в разделе 3. Условие 4 означает отсутствие систематической погрешности в эксперименте, что экспериментатор должен устанавливать независимыми методами. Здесь же будем считать, что условия выполнены.           

Итак, определим доверительный интервал, как интервал, в котором оцениваемый параметр лежит с заданной вероятностью.           

Для построения доверительных интервалов нам придется познакомиться с новыми законами распределения, их называют «распределения, производные от нормального».     

«Знакомство» включает следующие представления: 

- какая именно комбинация нормально распределенных случайных величин распределена по данному закону;  

- сколько параметров у данного закона распределения и какие они; 

- каков качественный вид плотности распределения и как он зависит от параметров; 

- какая комбинация интересующих нас оценок и оцениваемых величин распределена по данному закону; 

- как использовать таблицы данного распределения для решения интересующих нас задач.           

В этом разделе мы «познакомимся», таким образом, с двумя распределениями; в дальнейшем этот список будет дополнен. 

2.3. Распределение  (2. Доверительный  интервал для дисперсии

По закону (2 («хи-квадрат») распределена сумма ( квадратов независимых нормально распределенных величин, каждая из которых имеет математическое ожидание, равное 0, и дисперсию, равную 1. Очевидно, у этого закона один параметр (, получивший название «число степеней свободы». Используя элементарные знания теории вероятностей, легко показать, что математическое ожидание M(2( = (, дисперсия D(2(= 2(, плотность распределения p((2() имеет один максимум, который при ( = 1 и ( = 2 лежит в точке (2( = 0, а затем с ростом ( сдвигается в сторону увеличения (2(. При очень больших ( (( > 30) распределение, как следует из центральной предельной теоремы, практически неотличимо от нормального с соответствующими значениями матeматического ожидания и дисперсии. Можно показать [5], что комбинация   
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Здесь n - объем выборки; Sx2 - оценка дисперсии результата измерения х, определенная по формуле (2.2); (2 – «истинная» дисперсия результата измерения, т. е. оцениваемый параметр, который нам не известен; символ «~» здесь и в дальнейшем использован для сокращения записи вместо слов «распределено по закону». 

Рассмотрим на примере, как закон (2.6) можно использовать для построения доверительного интервала для дисперсии. Допустим, что мы создали новую установку для измерения длины ( волны в оптическом спектре. Нас интересует оценка случайной погрешности измерений на этой установке, т. е. какова дисперсия значений длин волн, полученных на нашей установке. Осветим установку источником с паспортизованной длиной волны (например, (0= 632,8 нм) и выполним 5 измерений. Получим выборку из пяти значений: (1= 633.1 нм, (2 = 632.9 нм, (3 = 633.4 нм, (4 = 633.3 нм, (5= 632.5 нм. Вычислим, согласно (2.1) и (2.2) 
[image: image11.wmf]l

= 633.04 нм, S(2 = 0.128 нм2.          

Теперь попробуем найти интервал, в котором дисперсия значения измеренной длины волны лежит с вероятностью, например, P=0.9. Если бы нам удалось точно оценить дисперсию, т. е. S(2 равнялось бы (2, это означало бы, что (2 согласно (2.6) приняло значение n-1, т.е. своего математического ожидания. Разумеется, это практически невероятный счастливый случай. Нас устроит попадание (2 в интервал, простирающийся «влево» и «вправо» от математического ожидания и соответствующий вероятности 0.9. Найти его можно с помощью таблиц (2-распределения (см. таблицу П3.2 приложения 3). Строки таблицы соответствуют разным значениям числа степеней свободы, столбцы - значениям вероятности того, что случайная (2 величина примет значение большее, чем (2q - число, стоящее в соответствующей клетке таблицы. Выбрав строку с ( = 4 (у нас было n = 5 элементов выборки, а ( = n-1), находим, что в этом случае (2 с вероятностью P= 0.95 больше значения (2q1=0.71 и с вероятностью P=0.05 больше значения (2q2= 9.5. (Таким образом, мы отбросили область очень малых и очень больших (2, которые, согласно (2.6), соответствуют очень «неправильным» оценкам: S(2 << (2 и S(2>>(2). 
Получилось, что с вероятностью P= 0.9  

(2q1( (2q  ((2q2
или (см. (2.6))             
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«Перевернув» неравенства и подставив S(2, получаем, что с вероятностью P= 0.9  

0.054 ((2  ( 0.721

Практически строить доверительные интервалы для дисперсии приходится либо при оценке точности измерительной методики и аппаратуры (как в приведенном примере), либо, например, при оценке технологического разброса некоторого параметра промышленной продукции. Например, измерив светоотдачу Y большой партии ламп, изготовленных по определенной технологии, мы можем указать не только то, что средняя светоотдача лежит с заданной вероятностью в определенном интервале, но и гарантировать, что дисперсия светоотдачи при использовании этой технологии с заданной вероятностью не выйдет из указанных границ.           

Из вышеприведенного примера видно, что при малом объеме выборки дисперсия оценивается плохо (доверительный интервал весьма широк). Поэтому для построения доверительного интервала для математического ожидания нельзя, например, воспользоваться нормальным законом распределения случайных величин x и 
[image: image13.wmf]x

 (мы знаем вид закона, но не знаем его параметра - дисперсии), приходится привлечь еще одно производное от нормального распределения.                  

2.4. t-распределение, или распределение Стьюдента.

Доверительный интервал для математического ожидания

По такому закону распределена следующая комбинация случайных величин: 
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где z - случайная величина, распределенная нормально с математическим ожиданием, равным 0 и дисперсией, равной 1, (это обозначается так: z~N(0,1)), V~(2(, т.е. V - случайная величина, распределенная по закону (2 с ( степенями свободы. У t-распределения также один параметр (. Плотность t-распределения симметрична относительно точки t=0, следовательно, Mt=0. По форме распределение напоминает нормальное, но медленнее спадает с ростом | t |. Таблицы t-распределения (см. табл. П3.3 приложения 3) содержат строки, отвечающие различным (, и столбцы, отвечающие вероятности q того, что | t |> tq (иногда эта вероятность выражается в процентах). 
Чтобы использовать закон (2.7) при построении доверительного интервала, сделаем следующие подстановки: 

- в качестве z в (2.7) подставим 
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; эта величина, очевидно, распределена требуемым образом, т.к. если x ~ N(Mx, (2), то
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~ N(Mx, (2/n) [7], поэтому z~N(0,1);
· в качестве V выберем 
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 EMBED Equation.3  [image: image18.wmf]2

1

n

2

2

x

~

S

)

1

n

(

-

c

s

-

, тогда, учитывая, что 
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Для того, чтобы построить интервал, в котором с заданной вероятностью Р лежит истинное значение Мх, находим по таблице П3.3 в строке ( и столбце q=1-Р значение tq. Согласно (2.8), с вероятностью Р 
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следовательно, с той же вероятностью Мх лежит в интервале
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. Используя ранее рассмотренный пример, построим 90-процентный доверительный интервал для измеренного значения длины волны. В таблице П3.3 в строке (=4 и столбце q=1-0.9=0.1 находим значение tq =2.13. Вычислив по (2.3) 
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с вероятностью P= 0.9. (При записи окончательного результата в виде доверительного интервала принято оставлять в значении полуширины интервала только одну значимую цифру, если она больше 3, в других случаях - 2 цифры. Значение результата округляют так, чтобы последний значимый десятичный разряд был тот же, что и последний значимый разряд интервала).          

В заключение этого раздела подчеркнем еще раз различие оценок (2.2) и (2.3).
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 - это оценка дисперсии случайной величины x или одного элемента выборки; 
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 - это оценка дисперсии среднего арифметического n элементов выборки. Первая оценка характеризует разброс результатов одного измерения или технологический разброс параметра одного изделия. Она используется при метрологической аттестации средств и методов измерений, а также при оценке погрешности результата, если сделано всего одно измерение. Ее значение не зависит от объема выборки. Вторая - характеризует погрешность результата измерения, полученного усреднением n отсчетов; с ростом n ее значение уменьшается, доверительный интервал для искомого результата сужается, т. е. точность результата с ростом числа измерений растет.                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                      

3. СТАТИСТИЧЕСКАЯ ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗ 

3.1 Общий алгоритм статистической проверки гипотез

В своей практической деятельности как в сфере производства, так и в быту человек то и дело выдвигает и экспериментально проверяет различные гипотезы, при этом сохраняется следующий общий порядок: формулируется гипотеза («Наверное, моего друга еще нет дома»), планируется эксперимент, причем заранее известно, какой результат приведет к принятию гипотезы («Позвоню ему по телефону, если никто не подойдет, то его нет дома»), затем эксперимент выполняется, и гипотеза принимается или отвергается. При этом практически всегда имеется некоторая вероятность ошибочного решения по результатам эксперимента (друг прослушивал новые магнитофонные записи и не слышал звонка, хотя и был дома, или Вы ошибочно набрали не его номер). Все эти черты присущи и статистической проверке гипотез, только здесь порядок действий строго формализован, что, с одной стороны, имеет преимущества, в частности, мы всегда знаем (т.к. сами устанавливаем) вероятность возможной ошибки (отвергнуть верную гипотезу), с другой стороны, есть и недостаток: далеко не всякая гипотеза может быть таким образом проверена. Мы рассмотрим здесь только способы проверки простых гипотез. В случае, если потребуется более сложный вариант - проверка гипотезы против альтернативы, читатель, усвоивший общие принципы, легко разберется в литературе [4], [5]. 

В таблице 3.1 перечислены этапы проверки гипотезы, они сразу же иллюстрируются примером. Чтобы дальнейшее было понятно, сначала рассмотрим конкретный пример.  

Предположим, что для игрового автомата изготовлен генератор случайных чисел по следующему техническому заданию (ТЗ): на определенном этапе игры генератор должен выработать независимо от состояния всей системы и своих предыдущих состояний либо 0 с вероятностью 0.20, либо 1 с вероятностью 0.80 (предположим для простоты, что другие состояния генератора невозможны). Надо организовать проверку генератора на соответствие ТЗ как статистическую проверку гипотезы.   

                         Таблица 3.1

Этапы проверки гипотезы

Общая формулировка этапа
Пример

1. Формулируется проверяемая гипотеза Н0
Н0: Генератор соответствует ТЗ.

2. Выбирается критерий проверки – X

Критерий – это величина, закон распреде- ления которой при условии справедливости проверяемой гипотезы нам известен
Критерий (см. пояснения к таблице)
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, n – число запусков игры при испытаниях генератора, р=0.2, q=0.8, 

m - число появившихся нулей.

3. Выбирается уровень значимости ( и критическая область Q , так, чтобы условная вероятность попадания критерия в Q при условии справедливости гипотезы равнялась

(, т.е. Р{X(Q/H0)= (
Выберем (=0.05. Это - вероятность забраковать хороший генератор. По таблицам нормального распределения (табл. П3.1) находим Р{|X|>1.96}=0.05, следовательно, критическая область Q: |X|>1.96.

4. Выполняем эксперимент и находим экспериментальное значение критерия Хэ
Выберем n=100. При 100 запусках игры 0 появляется 26 раз, т.е. m=26
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Таблица 3.1. (продолжение)

5. Если критерий не попадает в критическую область, гипотеза принимается, если X(Q - то отвергается.
У нас 1.5<1.96.

Гипотеза принимается.

Результат оформляется так: Гипотеза Н0 проверена критерию Х на уровне значимости ( и принята (или отвергнута).
Гипотеза о том, что генератор соответствует ТЗ, проверена по критерию 
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 на уровне значимости 5% и принята.

Сделаем к этой схеме некоторые пояснения. Гипотеза - это всегда утверждение. Частая ошибка студентов состоит в попытках проверить гипотезу типа: «Соответствует ли генератор ТЗ?» - это вопрос, а не утверждение. Надо выбрать для проверки одно из двух утверждений: «Соответствует ТЗ» или «Не соответствует ТЗ». Выбор зависит не от эмоционального настроя (например, заказчик, может быть, очень хочет доказать, что работа не соответствует ТЗ). Мы уже упоминали о том, что не всякую гипотезу можно проверить: если генератор соответствует ТЗ, то событие: «появление 0» имеет известную постоянную вероятность, и результат каждого испытания не зависит от предыдущих. В этом случае число m нулей в серии из n испытаний подчиняется известному закону Бернулли, а при большом n величина Х, приведенная выше, согласно теореме Муавра–Лапласа [7, гл. 8] распределена нормально со средним 0 и дисперсией 1, т.е. Х имеет известное распределение и может быть критерием проверки гипотезы. Если же сформулировать противоположную гипотезу, то совершенно неизвестно, как и в какую сторону мы отклонились от ТЗ, и критерия построить нельзя. Выбор ( не диктуется правилами статистики, а целиком определяется обстоятельствами эксперимента. Чем больше в нашем примере (, тем строже приемка работы, т.е. тем больше вероятность того, что придется переделывать вполне хороший генератор. Зато, уменьшая (, мы увеличиваем опасность того, что признаем  годным бракованное изделие. В данном случае ( следует согласовать с заказчиком, но обязательно до начала испытаний. В случаях, не имеющих принципиального значения и не сулящих большого ущерба при отклонении верной гипотезы, принято выбирать ( = 0.05 или ( = 0.1, что облегчает использование многих таблиц.         

Выбор критической области должен производиться с учетом смысла гипотезы; надо понимать, что если Х попадает в критическую область, то гипотеза будет отвергнута. В нашем примере очевидно, что ТЗ нарушено и в том случае, если нулей при 100 испытаниях будет много меньше, чем 20, и если много больше, поэтому критическая область - двухсторонняя. Ниже мы увидим, что так бывает не всегда.          

Переходим теперь к рассмотрению конкретных типов гипотез, которые чаще других встречаются в практике работы физика-экспериментатора и инженера-исследователя. Алгоритмы проверки некоторых «менее популярных» гипотез вынесены в приложения. 

3.2. Проверка гипотезы о равенстве 

математичеcкого ожидания определенному значению

Пусть имеется выборка n значений нормально распределенной случайной величины: х1, х2,..., xn . Требуется проверить  гипотезу о том, что математическое ожидание х равно определенному значению (обозначим его a)          

Итак гипотеза Н0: Мх =a          

В качестве критерия выбираем случайную величину     
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закон распределения которой нам известен (см. предыдущий раздел).

Очевидно, гипотезу следует отвергнуть и в том случае, если x<<а, и в том случае, если x>>а, поэтому критическая область будет двусторонней, т.е. Q: | t | > tq, так, чтобы 
Р (| t |>tq/H0) =(.
По выбранному ( и таблице П3.3 приложения 3  находим tq при ( = n-1; вычисляем 
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, и tэ по данным эксперимента и принимаем гипотезу, если | tэ | <tq, в противном случае - отвергаем.          
Алгоритм может быть использован при проверке соответствия теории и эксперимента: в этом случае a - предсказанное теорией значение некоторой физической величины, выборка х1, х2,..., xn - результаты экспериментального определения той же величины.          
Этим же приемом пользуемся, чтобы показать, что средство или метод измерения не дают систематической погрешности. В этом случае a - действительное значение некоторой физической величины (свойство стандартного образца или результат измерения заведомо точным прибором, или мировая постоянная), выборка х1, х2,..., xn - ряд результатов, полученных аттестуемым методом (средством) измерения. Фактически такой пример уже рассмотрен в разделах 2.3, 2.4.          
Утверждения: «гипотеза о том, что Мх для данной выборки равно a, проверена на уровне значимости ( по t-критерию и принята» и «значение попадает для данной выборки в доверительный интервал, соответствующий вероятности Р = 1- (» - равносильны, и исследователь может выбирать ту или иную схему рассуждений по своему усмотрению.

Аналогично при попадании предполагаемого значения дисперсии  в доверительный интервал, определенный в разделе 2.3, может проверяться гипотеза о равенстве дисперсии этому значению.
Рассмотренные ниже гипотезы такого простого эквивалента уже не имеют. 
3.3. Проверка гипотезы о равенстве двух дисперсий. F-распределение
Пусть есть две независимые выборки значений нормально распределенной величины x: х1, х2,..., xn - всего n элементов, и нормально распределенной величины y: y1, y2,..., ym - m элементов.         
Гипотеза Н0 состоит в том, что дисперсии величин Х и У равны, т.е.

Н0:     Dx = Dy =    (2  .                                              (3.2)

Эта гипотеза проверяется по критерию, с которым нам еще предстоит познакомиться. Случайная величина      
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где V1~
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 распределена по закону, получившему название «распределение Фишера», или «F-распределение».          

У этого распределения два параметра k1 и k2, называемые числом степеней свободы для числителя и знаменателя. Очевидно, F принимает только положительные значения. Кроме того, F-распределение обладает одним очевидным свойством: если известна вероятность Р того, что F > Fq (некоторого фиксированного числа), то, очевидно с такой же вероятностью 1/F<1/Fq, следовательно, с вероятностью ( = 2Р F выходит за пределы интервала (1/Fq, Fq). Поэтому таблицы F-распределения содержат только границы Fq>1 при заданном ( и при определенных k1, k2. Пользователь же должен помнить, что если экспериментальное значение критерия F окажется меньше 1, то его надо «перевернуть» и сравнить с табличным Fq обратную величину. В данном пособии приводятся таблица (П3.4 приложения 3) только для (=0.05. При необходимости введения других значений уровня значимости надо использовать более подробные статистические таблицы [5]; в некоторых программных пакетах, например, в Mathcad, встроено вычисление Fq при любых (.
Подставив в F (3.3) в качестве V1 комбинацию (n-1)(Sx2/Dx, которая, как было ранее показано, распределена по закону 
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, а в качестве V2 - (m-1)(Sy/Dy, которая распределена по закону 
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, получим, что в случае равенства дисперсий Dx и Dу ( 3.2) отношение
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подчиняется распределению Фишера, и, следовательно, может служить критерием проверки гипотезы о равенстве дисперсий (3.2).            

Пример: Предложена новая технология изготовления ламп; утверждается, что она обеспечивает меньший технологический разброс светоотдачи, чем старая. Для проверки изготовлено n = 9 ламп по старой технологии, они имеют значения светоотдачи (лм/Вт):   

x: 62, 73, 80, 79, 63, 77, 81, 75

и m = 10 ламп по новой технологии, их светоотдача:

y: 75, 78, 77, 68, 73, 79, 72, 71, 86.

Формулируем гипотезу: технологический разброс одинаков, т. е. Dх = Dу. Критерий проверки F (3.4). Выберем уровень значимости (= 0.05. По таблице находим Fq.          

Если окажется, что Sx2 > Sу2, k1 = 8, k2 = 9     Fq = 3.23.          

Если                         Sу2 > Sx2, k1 = 9, k2 = 8     Fq = 3.39.         

Вычисляем: 
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Fэ=67.8/26.4=2.27. Вывод: Fэ<Fq.

Гипотеза о равенстве дисперсий светоотдачи при изготовлении ламп по старой и новой технологии проверена по критерию Фишера на уровне значимости 0.05 и принята. (Если разработчики все же настаивают на преимуществах новой технологии, следует провести новый эксперимент с выборками больших объемов).                  
3.4. Проверка гипотезы о равенстве математических ожиданий 

двух случайных величин
Пусть есть две независимые выборки значений нормально распределенной величины x: х1, х2,..., xn - всего n элементов, и нормально распределенной величины y: y1, y2,..., ym - m элементов. Предполагается, что Dx = Dу. (Предположение о равенстве дисперсий может быть проверено по «рецепту» 3.3).  
Гипотеза Н0 состоит в том, что Мх = Му. Это, пожалуй, наиболее распространенный тип гипотез в технологических, биологических, даже педагогических экспериментах. В обеих выборках существует одинаковый разброс, но важно определить, значимо ли на фоне этого разброса отличаются средние значения выборок. Проверяемая гипотеза состоит в том, что математические ожидания не отличаются. Критерием проверки служит, как и в разделе 3.2, случайная величина t, но построенная более сложным образом.

Напомним, что по известному закону Стьюдента распределена величина
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Возьмем в качестве z комбинацию
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Учитывая, что x~N(Mx,Dx), y~N(My, Dy), соответственно 
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~N(My,Dy/m), x и y независимы и поэтому дисперсия разности их среднеарифметических равна сумме дисперсий [7], а матожидание – разности матожиданий, и помня о равенстве Dx и Dy, получим, что z, определенное по (3.5), действительно распределено нормально с параметрами Mz=0, Dz=1.

В качестве V возьмем

V=(n-1)Sx2/(2+(m-1)Sy2/(2 ~(2n+m-2,

что следует из определения (2 и формулы (2.6). В результате получим
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Критическая область - опять двухсторонняя, т. е. гипотеза отвергается, если | t | > tq.          

В качестве примера проверим гипотезу о том, что средняя светоотдача по старой и новой технологии одинакова согласно данным примера из предыдущего раздела. Выберем (= 0.05, по таблице П3.3 приложения 3 найдем, что при ( =9+10-2=17  tq=2.1. Теперь вычисляем:  
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Вывод: | tэ |<tq. Гипотеза о равенстве средних значений светоотдачи ламп, изготовленных по старой и новой технологии, проверена по t-критерию на уровне значимости 5% и принята.   

3.5. Проверка гипотезы о законе распределения случайной величины

Существует несколько способов проверки справедливости предположений о законе распределения cлучайной величины [5]. Рассмотрим сначала наиболее распространенный и наглядный способ, в котором в качестве критерия используется уже известное распределение (2. 

Предположим, имеется выборка n значений случайной величины x. Объем выборки (n) должен быть велик - не менее нескольких десятков значений. Гипотеза Н0 состоит в том, что случайная величина x распределена по некоторому определенному закону с плотностью распределения р(х), например, нормально или равномерно, или как угодно - непрерывно или дискретно, но закон распределения известен.

Критерием проверки такой гипотезы может служить случайная величина (2. Закон распределения величины (2 нам известен. 

Покажем, как строится этот критерий в данном случае. Будем сразу пояснять алгоритм на примере.          

Предположим, в некоторую систему встроен генератор случайных чисел, который должен генерировать действительные числа, равномерно распределенные в интервале (0,1). Требуется проверить, отвечает ли генератор этому требованию.          

Ниже приведена выборка, состоящая из 100 значений, выработанных генератором (табл. 3.2).   

Таблица 3.2

Значения случайной величины, выработанные генератором случайных чисел

.9995
.5045
.9103
.6868
.4160
.6515
.6885
.5269
.2470
.5298

.0727
.3283
.4865
.0346
.8278
.4777
.8310
.0077
.3654
.9911

.9826
.3911
.7233
.7601
.3541
.2008
.8847
.7012
.3834
.5297

.1665
.0501
.5328
.7665
.6316
.7254
.9478
.5133
.7702
.4121

.9138
.0535
.2693
.9047
.5194
.6793
.5890
.1316
.0475
.4587

.3593
.3842
.8683
.6296
.9304
.3190
.3510
.0159
.5373
.0920

.0908
.9092
.4940
.9347
.8977
.2771
.1254
.7622
.7362
.2662

.8462
.4364
.6789
.9867
.6712
.4154
.0471
.5007
.6539
.7361

.0738
.4175
.2332
.3063
.7556
.0606
.8415
.2190
.2625
.5163

.7227
.7534
.8460 
.9410
.4645
.2727
.8886
.5911
.0669
.2370

Гипотеза Н0: распределение равномерно в интервале (0,1).

Мы видим, что, действительно, ни одно число из выборки за пределы этого интервала не выходит, поэтому считаем, что весь диапазон изменения x простирается от 0 до 1. Разобьем этот диапазон на интервалы, количество их выберем так, чтобы в среднем на каждый приходилось около 10 элементов выборки и, соответственно, чтобы теоретическая вероятность попадания в каждый интервал не была мала (см. табл. 3.3).

Таблица 3.3

Анализ функции распределения по выборке, представленной в табл. 3.2

№

интервала
Границы

интервала

от                    до
pi
mi
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1
0.0                  0.1
0.1
13
9/9

2
0.1                  0.2
0.1
3
49/9

3
0.2                  0.3
0.1
10
0

4
0.3                  0.4
0.1
10
0

5
0.4                  0.5
0.1
10
0

6
0.5                  0.6
0.1
12
4/9

7
0.6                  0.7
0.1
9
1/9

8
0.7                  0.8
0.1
12
4/9

9
0.8                  0.9
0.1
9
1/9

10
0.9                  1.0
0.1
12
4/9

n=100, число интервалов L в нашем случае 10.

В третий столбец таблицы введены предсказанные нашей гипотезой вероятности рi попадания в i-й интервал, а в четвертый столбец - реальное число элементов выборки mi, попавших в этот интервал. 

Теперь рассмотрим каждую строку таблицы отдельно. Произведено всего n=100 независимых испытаний, вероятность события, например, попадания в интервал 2: от 0.1 до 0.2 рi = 0.1. Число mi попаданий в этот интервал - случайная величина, распределенная по закону Бернулли [7]. При большом n величина 
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~N(0,1). Очевидно, что сумма квадратов таких независимых величин должна иметь распределение (2 и поэтому может быть критерием проверки нашей гипотезы. Число степеней свободы для критерия берется на 1 меньше, чем число интервалов (( = L-1), т. к. на величины (i в данном случае наложена одна связь:
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В таблице 3.3 в пятом столбце помещены экспериментальные величины (i. Вычислим 
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. Выбрав уровень значимости (=0.05, обратимся к таблицам (2-распределения, чтобы найти критическую область Q. Она будет односторонней. Действительно, малая сумма 
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 означает, что mi очень близко к nрi, т. е. реальное число попаданий в интервал близко к математическому ожиданию числа попаданий. Это означает справедливость наших предположений о значениях рi, т. е. гипотеза Н0 подтверждается.

Отвергать ее будем лишь при большом по абсолютной величине отличии mi от nрi. В нашем примере ( = 10 - 1 = 9, (2q ((=0.05)=16.9. Вывод: 
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< (2q. Гипотеза о том, что исследуемое распределение равномерно, проверена по критерию (2 на уровне значимости 5% и принята.

При проверке предположения о нормальном законе распределения могут возникнуть два случая:

1) Параметры этого закона Mx и Dx (математическое ожидание и дисперсия) предполагаются известными, т. е. Н0: х~N(Mx,Dx), в этом случае удобно ввести новую случайную величину 
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Пользуясь таблицами нормального распределения, легко найти вероятность попадания z в интервалы, которые выбрать заранее. При этом надо следить, чтобы вероятность попадания в каждый интервал не была очень малой, например, в качестве первого взять интервал от - ( до -2. Вероятность попадания в интервал вычисляется с помощью интеграла вероятностей Ф(z) как разность значений Ф(z) от концов интервала.(см. табл. П3.1 приложения 3). Получим, например, следующие вероятности, представленные в таблице 3.4.  

Таблица 3.4

Интервалы значений случайной величины z~N(0,1) и вероятности pi попадания в эти интервалы

№ интервала
Границы интервала

от                             до
рi

1
-(                           -2.0
0.023

2
-2.0                         -1.5
0.044

3
-1.5                         -1.0
0.092

4
-1.0                         -0.5
0.15

5
-0.5                          0.0
0.19

6
0.0                           0.5
0.19

7
0.5                           1.0
0.15

8
1.0                           1.5
0.092

9
1.5                           2.0
0.044

10
2.0                             (
0.023

Теперь можно либо пересчитать все величины выборки x в z по формуле (3.7), либо пересчитать концы интервалов 
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и найти, сколько реально значений х попадает в данный интервал.    

Дальнейшие действия аналогичны описанным в примере с равномерным распределением. Критерий (2 имеет L-1 степеней свободы, где L – число интервалов.

2) Если распределение предполагается нормальным, но параметры его Мх и Dх не известны, то находят их оценки из той же выборки по формулам (2.1), (2.2). Гипотеза Н0: х~N(
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). Дальнейший алгоритм полностью аналогичен предыдущему случаю, только для критерия (2 берется ( = L - 3 степени свободы, т. к. наложены уже 3 связи на величины (i (оценки матожидания и дисперсии вычислены из элементов той же выборки).
Другой способ проверки гипотезы о законе распределения основан на сравнении «эмпирической функции распределения», или «функции распределения выборки» Wn(x) с предполагаемым законом. Для построения этой функции надо прежде всего расположить все элементы выборки (х1,х2,…хk,…xn) в порядке возрастания. 

Пусть х - некоторая точка на оси х. Обозначим nх - число элементов выборки, расположенных «левее» х, т. е. число элементов, величина которых меньше х, тогда 
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(Вспомним определение функции распределения: F(х) - это вероятность того, что случайная величина меньше х). F(x) может быть как непрерывной, так и иметь разрывы. Wn(x) по определению испытывает скачок в точках х, равных элементам выборки.

Критерием проверки гипотезы о том, что случайная величина имеет функцию распределения F(x) cлужит выражение
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Ясно, что чем меньше (2, тем ближе эмпирическое распределение к предполагаемому.

Учитывая, что Wn(x1) = 0 при х < х1, (х1 - наименьшее значение выборки),

Wn(x) = 
[image: image60.wmf]n
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          при хk ( х< хk+1,
Wn(x) = 1             при х ( хn

(хn  - наибольшее значение выборки). Интеграл (3.10) можно преобразовать к виду [5]:
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Точное распределение (2 очень сложно, но исследование показывает, что уже при n = 40 распределение произведения 
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 близко к некоторому предельному распределению, для которого вычислены таблицы. По этим таблицам определены критические значения для величины n(2. 

Критерий (2 (или, точнее говоря, n(2) обладает рядом преимуществ перед критерием 

2. Критерий (2 полнее использует информацию, заключающуюся в данных выборки, основываясь непосредственно на наблюденных значениях рассматриваемой величины. 

В таблице П3.7 приложения 3 приведен ряд «критических точек» для произведения n(2, отвечающих ряду уровней значимости (.
Рассмотрим пример применения критерия (2.

В столбцах хk таблицы 3.5 приведена упорядоченная по возрастанию выборка 50 значений случайной величины. (Упорядочение легко выполнить в любой системе управления базой данных или в электронных таблицах, содержащих элементы таких систем, например, Excel). В столбце k - порядковый номер элемента выборки.

Гипотеза Н0: Случайная величина x распределена равномерно в интервале (-1,1). В этом случае 
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Значения F(хk) также приведены в таблице рядом cо столбцами (2k-1)/2n.

Таблица 3.5

К проверке гипотезы о законе распределения по критерию (2

K
xк
F(xk)
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1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17
-0.984
-0.968
-0.906
-0.905

-0.879
-0.866
-0.816

-0.749
-0.737
-0.598
-0.562

-0.526

-0.506

-0.475

-0.468
-0.455
-0.446
0.008
0.016
0.047
0.048
0.061
0.067
0.092

0.125
0.132
0.201
0.219

0.237

0.247

0.262
0.266
0.273
0.277
0.01

0.03

0.05

0.07

0.09

0.11

0.13

0.15

0.17

0.19

0.21

0.23

0.25

0.27

0.29

0.31

0.33
18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34
-0.362

-0.298

-0.269
-0.233
-0.176
-0.169
-0.083
-0.045
0.001
0.027
0.033
0.054
0.059
0.060
0.075
0.178

0.182
0.319

0.351

0.365
0.383
0.412
0.415
0.459
0.478
0.501
0.513
0.516
0.527
0.529
0.530
0.537
0.589

0.591
0.35

0.37

0.39

0.41

0.43

0.45

0.47

0.49

0.51

0.53

0.55

0.57

0.59

0.61

0.63

0.65

0.67
35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50
0.303

0.308
0.359
0.377

0.402
0.450
0.472
0.472
0.524
0.540
0.662

0.683

0.769
0.777
0.896
0.982

0.651
0.654
0.679
0.688
0.701
0.725
0.736
0.736
0.762
0.770
0.831

0.841
0.885
0.889
0.948
0.991

0.69

0.71

0.73

0.75

0.77

0.79

0.81

0.83

0.85

0.87

0.89

0.91

0.93

0.95

0.97

0.99

Выбираем уровень значимости для проверки гипотезы (=0.05 и по таблице П3.7 приложения 3 находим, что критическая область значений n(2 определяется условием: n(2>0.461.

По формуле (3.11) и данным таблицы 3.5 вычисляем экспериментальное значение n(2э. (n=50):

n(2э=1/600+(0.008-0.01)2+(0.016-0.03)2+(0.47-0.05)2+…+(0.991-0.99)2=0.116
(всего 50 слагаемых). 

Итак, n(2э <0.461, следовательно, гипотеза о предполагаемом законе распределения (3.12) проверена по критерию (2 на уровне значимости 5% и принята.

3.6. Проверка гипотезы об отсутствии связи

между двумя случайными величинами

Объект исследований или испытаний может характеризоваться несколькими случайными величинами. Например, образец лампы общего освещения имеет определенную начальную светоотдачу (W), срок службы (L), температуру стенки (T), координаты цветности (Х,У) и т. д. Совокупность этих характеристик в теории вероятностей называют многомерной случайной величиной. Отдельные составляющие многомерной случайной величины могут быть как попарно независимыми, так и связанными друг с другом (зависимыми). Количественной мерой зависимости двух случайных величин x и y служит коэффициент корреляции [7, гл. 5]:
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Для независимых x,y  r = 0. Располагая выборкой из n пар значений xi, yi, мы можем вычислить лишь оценку r или выборочный коэффициент корреляции
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Плотность распределения выборочного коэффициента корреляции rn может быть рассчитана при условии, что x и y - независимы (т.е. r=0) и нормально распределены. У этого распределения один параметр - n. В таблице П3.5 приложения 3 приведены граничные значения Rq, удовлетворяющие условию P{|rn|>Rq/r=0}=(.          

Таким образом, rn может служить критерием проверки гипотезы: x и y независимы, или «связи между характеристиками объекта x и y – нет». 

Проверка этой гипотезы может быть также осуществлена по t–критерию [13]. Для этого надо вычислить экспериментальное значение  
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и при выбранном уровне значимости ( по таблицам распределения Стьюдента (П3.3) при числе степеней свободы n –2 найти критическое значение t q, такое, что P{|t|>tq}=(. Гипотеза об отсутствии связи между величинами x и y принимается, если |tэ|< tq. Если такая гипотеза будет отвергнута, то выявленная связь может быть использована для выяснения механизма явления (например, обнаруженная связь между температурой стенки и светоотдачей лампы помогает построить физическую модель явлений, происходящих в разряде); для прогнозирования свойств объекта (например, выявленная связь между спектром излучения и сроком службы позволяет сократить время испытаний). Такого рода обработка данных проводится на этапе поисковых экспериментов или при анализе результатов массовых обследований опытных партий образцов, когда физическая картина явлений, взаимосвязь различных их характеристик еще не вполне ясны.                     

3.7. Дисперсионный анализ.

Проверка гипотезы об отсутствии влияния факторов на параметр

В практике экспериментальной работы мы часто сталкиваемся с необходимостью установить, влияют ли какие-либо условия проведения эксперимента или технологического процесса (факторы) на величину, характеризующую результат эксперимента или процесса (параметр). (Более подробно эти понятия рассмотрены в разделе «Планирование эксперимента».) 

Мощным средством решения этого вопроса служит дисперсионный анализ. Эксперимент для проведения дисперсионного анализа может быть специально спланирован (см. раздел 6), но метод применим и для обработки «пассивного» эксперимента, в котором накоплено достаточное количество данных.

Для начала рассмотрим пример. Предположим, в нашем распоряжении имеются данные о светоотдаче шестнадцати металлогалоидных ламп, причем лампы группируются в четыре серии и различие между сериями состоит в том, что при изготовлении в горелки введены различные количества металлического индия. Проиллюстрируем на этом примере, как с помощью однофакторного анализа можно выяснить, влияет ли концентрация индия - это в нашем случае фактор - на светоотдачу горелок (параметр). В таблице 3.6 представлены результаты измерения светоотдачи (в лм/Вт). Уровни фактора: 1, 2, 3, 4 - в данном случае это дозировки индия 0.24; 0.43; 0.75; 1 мг.   

                      Таблица 3.6

Значения светоотдачи  для образцов ламп (лм/Вт).

№ опыта
Уровни фактора (v уровней)
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Введем обозначения: хji - значение параметра, стоящее в таблице в j-й строке и в i-м столбце (у нас светоотдача лампы номера j из серии номера i); 
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 - среднее значение всех чисел в столбце i (у нас - средняя светоотдача при определенной дозировке индия), для удобства дальнейших расчетов вычислим эти величины и занесем в таблицу; 
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 - среднее для всех чисел в таблице (генеральное среднее); ri – число опытов при каждом уровне фактора.

Гипотеза Н0 состоит в том, что фактор - дозировка индия - не влияет на светоотдачу. Тогда все хji в таблице - выборка значений одной и той же случайной величины х.          

Суть дисперсионного анализа (как однофакторного, так и многофакторного) состоит в том, что строятся различные оценки дисперсии х, и по критерию Фишера проверяется справедливость гипотезы о том, что это - оценки одной и той же дисперсии, т.е. фактор не влияет  на параметр. Разумеется, как мы увидим ниже, эти оценки строятся так, чтобы, если влияние фактора есть, то оно бы себя проявило. Если гипотеза Н0 отвергается, то мы признаем, что фактор влияет на параметр.          

По данным таблицы 3.6 вычисляем величины Q, Q1, Q2 по формулам:
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Можно показать аналитически и непосредственным вычислением на конкретном примере, что                                     

Q = Q1  + Q2                                                      (3.19)
Q – это сумма квадратов отклонений всех чисел в таблице от генерального среднего. Если все они принадлежат выборке значений одной нормально распределенной величины с дисперсией (2 (иногда говорят: «одной генеральной совокупности»), т. е. фактор не влияет на результат, то, согласно (2.6) 

Q/(2~(2 n-1,

где n - полное число данных в таблице. 
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Q2 характеризует случайный разброс результатов внутри одного уровня фактора. Каждое слагаемое в Q2/(2 распределено по закону~(2  с числом степеней свободы ri-1, следовательно, Q2/(2~(2 n-v. Q1 характеризует, как видно из определения, именно влияние фактора. Но если этого влияния нет, то каждое 
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 имеет дисперсию (2/ ri, поэтому Q1/(2  распределено по закону (2 с числом степеней свободы v-1. (Легко видеть, что, как и следует из (3.19), сумма числа степеней свободы для Q2/(2 и Q1/(2 равна числу степеней свободы для Q/(2.)

Таким образом, проверка гипотезы об отсутствии влияния фактора сводится к проверке гипотезы о равенстве дисперсий, оцененных сначала как
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затем как
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Гипотеза проверяется по критерию Фишера 
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. Выбрав уровень значимости (, находим по таблице F-распределения границу критической области Fq, такую, что при числе степеней свободы k1= v-1, k2=n-v. 

P{1/Fq>F или F>Fq}=(. Если экспериментальное значение F<Fq, то гипотеза принимается, т. е. фактор не влияет на результат. (Если в данном случае окажется, что S12<S22, то, учитывая смысл этих величин, следует сделать вывод, что фактор не влияет, даже если критерий попадет в критическую область, ведь это возможно и при справедливости гипотезы с вероятностью (.) 

Выполним расчеты для приведенного примера.

Q=(100-92.125)2+(97-92.125)2+...+(85-92.125)2=439.75    (всего 16 слагаемых)

Q1=5(96.2-92.125)2+4(93.5-92.125)2+4(87.25-92.125)2+3(90-92125)2=199.2

Q2=Q-Q1=240.55

n=16, v=4, соответственно , число степеней свободы для Q1=3, для Q2=12,

отсюда  S12= Q1/3=66.4,  S22= Q2/12=20.05.

Fэ= S12/ S22=3.312,     Fq(k1=3,k2=12, ( =0.05)=3.49.

Fэ< Fq . Гипотеза Н0 принимается, дозировка индия в указанных пределах не влияет на светоотдачу. 

На следующем примере покажем, как при небольшом числе опытов можно проследить влияние сразу нескольких факторов. Поставим вопрос: влияет ли на светоотдачу лампы (параметр) конструктивное исполнение горелки (первый фактор) и тепловой режим работы горелки (второй фактор), задаваемый наличием и конструктивным исполнением внешнего стеклянного баллона, окружающего горелку? Испытаны семь горелок мощностью 250 Вт. Эти горелки одинаковы по наполнению ртутью и излучающими добавками, но несколько отличаются по межэлектродным расстояниям, диаметрам и точности центровки электродов. Каждая горелка испытана в трех тепловых режимах: режим 1 - открытая горелка, режим 2 - в стандартном заводском баллоне, режим 3 - в баллоне специальной конструкции, обеспечивающей более равномерное распределение температуры вдоль стенок горелки. Результаты испытаний представлены в таблице 3.7. Числа в таблице - это ток регистрирующего фотоэлемента в микроамперах, т. е. величина, пропорциональная светоотдаче.         

Введем, как и раньше обозначения: 
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 - среднее по строке (в нашем случае среднее из трех значений светоотдачи по всем режимам для j-й горелки); 
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- среднее по столбцу, в нашем случае - среднее значение светоотдачи по всем горелкам для i-го режима.  
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- генеральное среднее всех чисел в таблице

                  Таблица 3.7 

Светоотдача образцов ламп (в условных единицах)

Горелка
Режим (v уровней)
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Вычислим значения 
[image: image87.wmf]i

x

и 
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внесем их в последнюю строку и последний столбец таблицы, в нижнем правом углу запишем 
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. Далее вычисляем суммы квадратов:     
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Q1 характеризует разброс между строками, т. е. влияние первого фактора (у нас - конструкции); Q2 характеризует разброс между столбцами, т. е. влияние второго фактора (теплового режима). В нашем случае:             

Q1 = 3[(8.07-9.98)2  + (11.2-9.98)2  + ...+ (10.4-9.98)2] = 20.37 (семь слагаемых)

Q2 = 7[(8.9-9.98)2  + (9,78-9,98)2  + (11.24-9.98)2  = 19.17

Теперь вычисляем сумму квадратов Q, которая характеризует отклонение всех значений таблицы от генерального среднего (см. (3.16)):

Q = (6.9-9.98)2  + (7.8-9.98)2  + …+(9.8-9.98)2  = 42.02  (21 слагаемое)

Можно показать [5], что, как и в случае однофакторного анализа, разность 

Q3  = Q – Q1  - Q2                                               (3.22) 

характеризует отклонение от среднего не из-за влияния факторов, а из-за случайных погрешностей эксперимента (к ним следует отнести и влияние факторов, не контролируемых в данном эксперименте). 

Вычисляем Q3:

Q3  = 42.02 - 20.37 - 19.16 = 2.49.

Если гипотеза об отсутствии влияния факторов верна, то как и в предыдущем случае отношение всех Q к общей дисперсии распределено по закону (2, причем число степеней свободы для Q/(2, очевидно, равно rv-1, для Q1/(2 –r-1, для Q2/(2- v-1, тогда на «долю» Q3/(2 остается rv-1-(r-1)-(v-1)=(r-1)(v-1) степеней свободы.

По этим значениям находим соответствующие оценки дисперсий:
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Если факторы не влияют на результат, то все это - оценки одной и той же дисперсии. Если влияют, то в S12 отразилось влияние первого фактора, в S22 - второго. Проверка влияния факторов ведется по критерию Фишера.  
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Если Fmэ>Fq, то m-й фактор влияет на результат. Выбрав (= 0.05 имеем:

Для первого фактора при k1=6, k2=12 

Fq=2.996, F1э=3.395/0.207=16.38.

Гипотеза о том, что первый фактор (конструкция) не влияет на светоотдачу, отвергается. (Отсюда, между прочим, следует важный практический вывод: все горелки соответствовали действующим техническим условиям на их изготовление, разброс в конструктивных параметрах не превышал допусков на соответствующие элементы конструкций. Следовательно, действующие технические условия нуждались в корректировке с целью закрепления конструктивных параметров, обеспечивающих максимальную светоотдачу.) 

Для второго фактора при k1=2, k2=12 

Fq=3.88, F2э=9.58/0.207=46.2.

Гипотеза о том, что второй фактор (тепловой режим) не влияет на светоотдачу, также отвергается.

Следовательно, тепловой режим заметно влияет на светоотдачу.          

Как видно, результат статистической обработки даже небольшой серии измерений приводит к важным практическим результатам, показывает необходимость дальнейшей работы по оптимизации разрабатываемого изделия и позволяет наметить пути достижения стабильных параметров.  

Следующий пример иллюстрирует трехфакторный дисперсионный анализ.

Предположим, мы хотим выяснить влияние различных компонент наполнения на выход излучения металлогалоидных ламп. Изготовим 16 образцов горелок, в которых варьируются: 

1) дозировка NaJ (первый фактор);

2) давление Ar (второй фактор); 

3) дозировка TlJ (третий фактор).          
Выполним эксперимент по плану, представленному в таблице 3.8. Условные обозначения уровней факторов здесь примут конкретные значения. Для первого фактора (NaJ): а - соответствует 5 мг; b - соответствует 20 мг; с - соответствует 30 мг; d - соответствует 40 мг. Для второго фактора (давление Ar): А - 10 мм рт. ст.; В - 15 мм рт. ст.; С - 20 мм рт. ст.; D - 25 мм рт. ст. Для третьего фактора (TlJ): ( - 2 мг; ( - 4 мг; ( - 6 мг; ( - 8 мг. Результат измерения светоотдачи (в относительных единицах) приведен в той же таблице.    
Таблица 3.8

Светоотдача ламп в условных единицах

Фактор 1

j
Фактор 2

i n-уровней

n
j
A
B
C
D
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Результаты надо понимать, например, так: горелка с 5 мг NaJ, 5 мм рт.ст. Ar и 8 мг TlJ дала 45 ед. светоотдачи. Как и раньше, вычислим средние по строкам и по столбцам и занесем эти данные в таблицу. Кроме того, вычислим средние по уровням третьего фактора 
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Найдем также генеральное среднее всех значений в таблице 
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 и поместим его в правом нижнем углу таблицы. 

Оценка влияния факторов опять выполняется с помощью сравнения соответствующих оценок дисперсий, которые вычисляются из соответствующих сумм квадратов: 
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характеризующих влияние первого (Q1), второго (Q2)и третьего (Q3) факторов соответственно и «остаточной суммы квадратов»

Q4 = Q – Q1 - Q2 - Q3,                                                (3.23)

где Q - сумма квадратов отклонений всех значений в таблице от генерального среднего.
Число степеней свободы для каждой оценки, характеризующей влияние факторов, равно  n-1,  для  Q  оно,  очевидно,  равно  n2-1,  поэтому  для  «остаточной»  оценки  остается  n2-1-3(n-1) степеней свободы. Проверка гипотезы об отсутствии влияния фактора с номером m (m=1,2,3) проводится по критерию Фишера, экспериментальное значение которого определяется отношением


[image: image107.wmf]2

4

2

m

m

э

S

S

F

=

, где 
[image: image108.wmf]1

n

Q

S

m

2

m

-

=

 (m=1,2,3), 
[image: image109.wmf])

1

n

(

3

1

n

Q

S

2

4

2

4

-

-

-

=

.

Критическое значение Fq для всех факторов при выбранном уровне значимости одинаково и берется при числе степеней свободы k1= n-1, k2= n2-1-3(n-1). 
В нашем примере:                

Q1  = 4[(23-21.8)2  + (22.25-21.8)2  +(21.5-21.8)2+(20.5-21.3)2] = 13,

Q2  = 4[(22.7-21.8)2  + (23-21.8)2+(21.2-21.8)2 + (20.25-21.8)2] = 17,

Q3  = 4[(11.7-21.8)2  + (14.7-21.8)2  + (20.5-21.8)2+(40.25-21.8)2] = 1968,

Q = (14-21.8)2  + (17-21.8)2  +...+(10-21.8)2  = 2047(16 слагаемых).

Q4 = 2047 - 13 - 17 - 1968 = 49.

k1=3, k2=6, соответственно:

S12=Q1/3=4.33, S22=Q2/3=5.66, S32=Q3/3=656, S42=Q4/6=8.16.

F1э=0.53, F2э=0.69, F3э=80.4 ;     Fq =4.77 (при k1=3, k2=6, (=0.05)

Делаем вывод, что факторы первый и второй не влияют на светоотдачу, т. е. дозировки NaJ и аргона при вариации их в изученных пределах не сказываются на светоотдаче (это, разумеется, не исключает возможности заметить влияние этих факторов, варьируя их в более широких пределах). В то же время дозировка TlJ при изменении ее в диапазоне от 2 до 8 мг заметно влияет на светоотдачу. Следовательно, в дальнейших экспериментах интервал варьирования количества NaJ и буферного газа следует расширить, если необходимо найти, когда они станут влиять на параметр, а характер влияния TlJ на светоотдачу требуется проследить более детально.  
4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ ЛИНЕЙНЫХ МОДЕЛЕЙ 

МЕТОДОМ НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ (МНК)

После того, как выявлены основные факторы, влияющие на измеряемую величину (параметр), бывает желательно выразить зависимость параметра от факторов в аналитическом виде - это помогает представить результат работы в компактной форме. Кроме того, полученные зависимости могут быть в дальнейшем использованы в инженерных расчетах и, в частности, при решении задач оптимизации разрабатываемого изделия, т. к. у полученной аналитической функции могут быть найдены экстремальные точки, соответствующие максимальным (или минимальным) значениям параметра. Нахождение такой зависимости часто помогает выяснению механизма явления или необходимо при выполнении косвенных измерений. Например, при определении температуры раскаленного тела измеряют яркость его свечения на нескольких длинах волн (. Для абсолютно черного тела достаточно было бы измерить эту яркость на одной длине волны, но реальные тела в лучшем случае в некотором спектральном диапазоне можно считать «серыми», кроме того, абсолютные измерения яркости также требуют специального оборудования. Если считать коэффициент «серости» ( и коэффициент пропорциональности q между отсчетом фотоприемника В и яркостью тела постоянными, но неизвестными экспериментатору, то температуру Т можно найти, используя модификацию формулы Планка: 

B=q(C1(-5 exp[-C2/((T)],

где C1, C2 – постоянные, значение которых известно [14].

Прологарифмировав это выражение, его можно свести к виду

y= b1+b2x,

где y=ln(B)+5ln(() измеряется в эксперименте, х=C2/(-известное значение фактора, которое выбирает экспериментатор, настроив измерительную систему на определенную длину волны, b1, b2 - неизвестные величины, которые надо найти; b1= ln(q(C1), если ( или q известны, то другую величину отсюда можно найти; b2= -1/T, т. е. искомая величина. На первый взгляд достаточно выполнить измерения на двух длинах волн, чтобы решить систему из двух уравнений, но, как будет показано в дальнейшем, точность результата можно существенно повысить, увеличив число уравнений.

Если механизм процессов, обуславливающих влияние фактора на параметр, не известен, то для отыскания аналитической формы зависимости параметра от факторов обычно пользуются эмпирическими полиномиальными моделями, т. е. предполагают заранее, что эта зависимость имеет вид полинома заданной степени, а коэффициенты полинома находят из эксперимента.            

Например, ищем зависимость параметра y от x1 и x2 в виде полинома второй степени: 

                          y = b1 +b2 x1 +b3x2 +b4x12  +b5x22+b6x1x2                                    (4.1) 

Выражение типа (4.1) называется «модель» - это наше предположение о виде искомой зависимости. Несмотря на наличие в ней квадратов и произведений х1, х2, она называется линейной, т. к. линейна относительно неизвестных коэффициентов bi, а сомножители при этих коэффициентах в каждом конкретном опыте имеют известное значение, это могут быть любые функции уровней факторов х.                

Проделаем n>6 опытов, в каждом j-м опыте фактор х1 принимает определенное значение х1(j), фактор х2 – х2(j), значение параметра y в j-м опыте - yj. В результате получим систему из n уравнений: 

y1 = b1 +b2 x1(1) +b3x2(1)  +b4[x1(1)]2  +b5[x2(1)]2+b6x1(1)x2(1) +(1

y2 = b1 +b2 x1(2) +b3x2(2)  +b4[x1(2)]2  +b5[x2(2)]2+b6x1(2)x2(2) +(2

…………………………………………………………………

yn = b1 +b2 x1(n) +b3x2(n)  +b4[x1(n)]2  +b5[x2(n)]2+b6x1(n)x2(n) +(n

Это система из n уравнений для определения шести неизвестных коэффициентов bi. Если n > 6, ее можно решить только потому, что каждое из экспериментальных значений yj отягощено случайной погрешностью (j, которую мы предполагаем нормально распределенной случайной величиной с нулевым средним и неизвестной дисперсией. Точное значение коэффициентов модели bi поэтому найти невозможно, но можно найти их оценки. Значения оценок коэффициентов bi, которые обеспечивают минимальную сумму квадратов отклонений экспериментальных значений yj от рассчитанных по модели с использованием этих оценок, называются оценками, полученными «методом наименьших квадратов» (МНК). 

4.1. Независимые, нормально распределенные погрешности 

с одинаковой дисперсией

Ниже обосновывается алгоритм нахождения МНК оценок bi и оценок дисперсий bi в предположении, что все погрешности (j независимы и имеют одинаковую дисперсию, которую мы хотя и не знаем, но можно найти ее оценку Sу2 (методы проверки соответствующих гипотез описаны в приложении 1).      

Систему уравнений запишем в матричной форме

 y= Ab+  (                                                       (4.2)

 где y- столбец результатов эксперимента; b - столбец искомых коэффициентов; A –«матрица планирования» - таблица известных коэффициентов, содержащая значения уровней факторов или функции от них. Вид этой матрицы определяется, во-первых, моделью, во-вторых, конкретным выбором экспериментальных точек в области варьирования факторов.

В  матрице  планирования столько строчек, сколько есть «экспериментальных точек», (т. е. сколько выполнено опытов при различных сочетаниях уровней факторов) и столько столбцов, сколько искомых коэффициентов модели (4.1). Результаты опытов, выполненных при одной и той же комбинации уровней факторов, как правило, усредняют и им соответствует одна строка в матрице, но можно этого не делать и представить несколько повторных опытов несколькими одинаковыми строками в матрице планирования, это не влияет на алгоритм расчетов, только при оценке адекватности модели (см. ниже) учитываются лишь различные строки матрицы планирования. 

Для построения алгоритма нахождения bi запишем в матричной форме условие минимизации суммы квадратов отклонений экспериментальныx значений y от рассчитанных по модели (4.1):                     

 S2 =(y-Ab)T(y-Ab)                                                    (4.3)

S2 должно быть минимально, или dS2 /d bi = 0 для всех i.           

Раскроем это равенство:                 
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(yTy-bTATy-yTAb+bTATAb)=0  ,    -(ATy)i- (yTA)i+2(ATAb)i=0

Учитывая, что равенство выполняется для всех bi, приходим к матричному равенству:

                               ATA b = ATy          или      b = (ATA)-1 ATy                                          (4.4)

Последнее равенство и является расчетной формулой, по которой находятся МНК-оценки. Проделав несколько повторных измерений в одной экспериментальной точке, можно получить оценку Sу2 дисперсии погрешности y (см. формулу (2.2)). Поскольку, как видно из (4.4), bi является линейной функцией всех yj, и все они предполагаются независимыми, можно, применяя свойства дисперсии ([7], гл. 5), показать, что
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или, преобразуя произведения элементов матриц с использованием очевидного равенства Cij2=CjiTCij, получить окончательную формулу: 
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 [(ATA)-1]iiSy2                                                       (4.5) 

Приведенные выше общие матричные формулы позволяют, в принципе, найти коэффициенты модели при любом количестве факторов и оценить точность их определения (лишь бы число опытов было не меньше числа искомых коэффициентов). Так можно обработать и пассивный (не спланированный заранее) эксперимент, если только уровни факторов в каждом опыте известны. Однако, как видно из (4.5), погрешность определения коэффициентов модели при одной и той же точности непосредственных измерений существенно зависит от матрицы A, которая определяется как видом модели, так и числом и расположением экспериментальных точек на пространстве факторов, а это уже во власти экспериментатора. К этому мы вернемся в разделе 5 «Планирование эксперимента».

Если целью эксперимента было просто определение конкретных величин, связанных с коэффициентами модели, как в рассмотренном примере измерения температуры, то задачу можно считать решенной - определена оценка искомой величины и ее «погрешность». В большинстве случаев, особенно, если модель не обоснована физическими законами, следует оценить значимость коэффициентов модели, т. е. выяснить, заметен ли вклад каждого из слагаемых в значение y на фоне случайных погрешностей эксперимента. Оценка значимости коэффициентов проводится по критерию Стьюдента t, как проверка гипотезы Н0: bi =0. (см. разд. 3.2). Если гипотеза Н0 будет отвергнута, коэффициент bi считается значимым. Гипотеза отвергается, если 
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Здесь число tq берется из табл. П3.3 приложения 3 при заданном уровне значимости для проверки гипотезы Н0 и числе степеней свободы, равном числу опытов, по которым оценена Sу2, без единицы. 

Если в модели обнаружены незначимые коэффициенты, она должна быть упрощена и записана без них. Отбрасывание незначимых коэффициентов модели без изменения значений остальных коэффициентов допустимо лишь в том случае, если матрица ATA диагональна, тогда, как видно из формулы (4.4), вычисление bi ведется лишь с использованием элементов i-го столбца матрицы А, а другие столбцы на значение bi не влияют, т. е. все bi определяются независимо. В общем случае нужно записать новую модель без незначимых коэффициентов и все вычисления произвести заново.

После того, как определены все значимые коэффициенты модели, остается проверить, насколько правильным было наше предположение о виде функции y=f(x). Например, если на самом деле зависимость сложнее, чем мы предположили (скажем, y=a+bx+cx2, а мы будем искать коэффициенты модели y=b1+b2x, то мы их найдем и они будут значимыми, но полученная модель не имеет ничего общего с действительностью.)

Поэтому последний этап решения задачи МНК - проверка адекватности модели. Такая проверка организуется как проверка гипотезы о том, что оценка дисперсии результата Sy2, полученная при повторных опытах при одинаковых условиях, и оценка Sа2, полученная из суммы квадратов отклонений результатов от расчета по модели - это оценки одной и той же дисперсии. Такая гипотеза проверяется по критерию Фишера (см. раздел 3.3): 
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Здесь yj - результат j-го опыта, 
[image: image116.wmf]j
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 - результат расчета y в условиях j-го опыта с использованием оценок коэффициентов модели, определенных по (4.4), n - число экспериментальных точек (различных строк в матрице планирования), m - число значимых коэффициентов модели.    

Отношение F сравнивается с табличным значением Fq, которое при выбранном уровне значимости берется при k1 = n-m и k2 равном числу опытов, по которым оценена Sу2, без единицы. Если F<Fq, (а также если F в (4.7) меньше 1), то модель признается адекватной, т. е. отклонение экспериментальных значений от расчетов по модели можно приписать только случайным погрешностям измерений.

На простейшем примере рассмотрим порядок решения задачи с использованием МНК.

При разработке нового образца газоразрядного источника света обнаружено, что основное влияние на его светоотдачу оказывают две компоненты наполнения, которые мы условно назовем добавка А и добавка В. Прежде чем приступить к постановке опытов по изучению  влияния  добавок, необходимо оценить дисперсию воспроизводимости результатов, т. е. решить вопрос: какой разброс значений параметра возможен не за счет влияния факторов, а за счет неконтролируемых причин. Поэтому изготовили пять опытных образцов с одинаковым наполнением и измерили их светоотдачу (в относительных единицах). Получены следующие результаты: y= 62.0, 63.6, 63.5, 61.0, 62.2. По этим данным, согласно (2.2), оценена дисперсия Sу2=1.2. Затем выполнена серия опытов при различных количествах добавок (в мг), результаты представлены в таблице 4.1.

        Таблица 4.1

Светоотдача ламп у (в относительных единицах) в зависимости от количества добавок (х1, х2)
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Предположим, что зависимость светоотдачи от количества добавок описывается моделью:

y = b1 +b2 x1 +b3x2  +b4x1x2                                             (4.8)

Перенумеруем опыты (номера указаны в правом верхнем углу каждой клеточки) и выпишем систему уравнений, которую следует решить:

52.0= b1 +40b2  +2b3x2  +80b4
58.1= b1 +60b2  +2b3x2  +120b4
……………………………………

74= b1 +80b2  +6b3x2  +480b4

Соответственно, матрица планирования имеет вид:
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в ней 9 строк и 4 столбца. С такой матрицей решить задачу по формулам (4.4), (4.5) с помощью ЭВМ не представляет труда. Однако, сделав замену переменных, мы не только решим задачу «вручную», но продемонстрируем полезное свойство данного плана эксперимента. Перейдем к новым переменным по принципу 
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- средний уровень данного фактора (у нас для x1 – это 60, а для x2 - 4), а h x  выбирается произвольно, но так, чтобы значения z были равны одной или нескольким единицам. Нам удобно взять

hx1 =20, hx2 =2.

 Итак, 
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Значения z приводятся в таблице 4.1 курсивом. Будем искать коэффициенты модели: 

y = а1 +а2 z1 +a3z2  +a4z1z2.                                             (4.10)

Когда они будут найдены, мы легко перейдем к модели (4.8), подставив в (4.10) z из (4.9). Матрица планирования для модели (4.10) имеет вид:
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Достоинство этой матрицы в том, что все ее столбцы ортогональны, т. е. матрица  АТА-диагональна, что существенно облегчает расчеты по (4.4). Действительно, 

АТА=
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 и коэффициенты а определятся по формулам:

а1=(52 +58.1+65.5 +53.8 +61.3 +70 +56.2 +65.9 +74)(1/9=61.87

а2=(-52 +65.5 -53.8 +70 -56.2  +74) (1/6=7.92

а3=(-52 -58.1-65.5 +56.2 +65.9 +74) (1/6=3.42

а4=(52 -65.5 -56.2 +74) (1/4=1.075.

Оценим дисперсии коэффициентов по формуле (4.5):
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отсюда получим критерии значимости коэффициентов по (4.6):

t1=169.4 ,   t2= 17.7    , t3=7.6   ,  t4=1.96.

Задав уровень значимости, например, (=0.1, находим по таблице П3.3 приложения 3 при (=4 tq=2.13. Следовательно, коэффициент а4 - незначимый. Поскольку матрица АТА диагональна, коэффициенты определены независимо и незначимый можно просто отбросить.

Итак, зависимость y от z1, z2 имеет вид: 

y = 61.87 +7.92 z1 +3.42z2 .                                                (4.11)

Поскольку z1, z2 принимают очень простые значения (-1, 0, 1), то адекватность модели проще проверить на этом этапе, до перехода к «старым» переменным х1, х2. Результаты сравнения эксперимента с расчетом по модели (4.11) – в таблице 4.2.

Таблица 4.2 

Проверка адекватности модели
№ опыта j
1
2
3
4
5
6
7
8
9

yj эксп.
52
58.1
65.5
53.8
61.3
70
56.2
65.9
74
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57.37
65.28
73.20
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2.152
0.123
0.752
0.022
0.321
0.0467
1.362
0.379
0.638

В нашем случае число опытов - 9, число значимых коэффициентов модели - 3, число степеней свободы для вычисления дисперсии адекватности согласно (4.7) – 6, поделив на 6 сумму элементов последней строки, получаем Sa2=0.966. В этом случае очевидно, что модель адекватна, т. к. Sa2< Sy2 , если бы Sa2 оказалась больше Sy2, следовало бы сравнивать их отношение с критическим значением Fq и числе степеней свободы k1=6, k2=4.

Теперь можно вернутся к модели (4.8). Подставляя (4.9) в (4.10.) имеем:

y=61.87+7.92(x1-60)/20+3.42(x2-4)/2=31.3+ 0.396x1+1.71x2,

т. е. b1=31.28,  b2=0.396, b3=1.71. 

Если нас интересуют оценки дисперсий коэффициентов b, то их тоже легко найти, пользуясь свойством дисперсии и независимостью коэффициентов а.
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4.2. МНК – общий случай

Кратко остановимся на случае, когда нет уверенности, что все погрешности независимы и имеют одинаковую дисперсию. В этом случае нужно проделать большую работу, выполнив многократные (р раз) измерения yj во всех точках плана эксперимента и построить оценку ковариационной матрицы D погрешностей измерений по следующему правилу:
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Здесь i и j - номера экспериментальных точек, k - номера повторных изменений, 
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 - средние по k измерениям в i-й (j-й) точке. Видно, что 
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ii - оценка дисперсии измерения в i-й точке (р>>1, поэтому р-1(р). Обозначив W = 
[image: image136.wmf]1

D

~

-

, можно получить [4] следующие формулы вместо (4.4) и (4.5):

                            b = (ATWA)-1ATW y ,                                                    (4.13)
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Вообще же матрица (ATWA)-1 является ковариационной матрицей оценок b, т. е. ее недиагональные элементы - оценки коэффициентов ковариации b. ([5], п. 5.2.2). Проверка значимости коэффициентов проводится так же, как в предыдущем случае (по (4.6)). Проверку адекватности модели в этом случае можно организовать как проверку гипотезы о том, что «истинное значение» в каждой экспериментальной точке равно рассчитанному по модели (см. приложение П1.3) по критерию Т2.

Легко видеть, что если погрешности y независимы и одинаковы, то D =Sy2(I (I - единичная матрица) и (4.13), (4.14) переходят в (4.4), (4.5).   

Подводя итог этому разделу, перечислим основные этапы решения задачи методом наименьших квадратов.                    

1. Формулируем модель, т. е. вид зависимости параметра от факторов.          

2. Выбираем диапазон варьирования факторов (область плана эксперимента).          

3. В этой области выбираем экспериментальные точки, т. е. те значения уровней факторов, при которых ставится эксперимент. При этом желательно придерживаться следующих правил (см. раздел 5):

· обязательно делать опыты на границах варьирования факторов;          

· обязательно делать опыты в центре плана (за исключением случая, когда мы уверены, что в модель входят только линейные по факторам члены и это не нуждается в экспериментальной проверке);          

· располагать экспериментальные точки симметрично относительно центра плана. В общем случае, имея в своем распоряжении ЭВМ, можно всегда подобрать набор экспериментальных точек, обеспечивающих максимальное значение определителя матрицы (AТA), что, в свою очередь, минимизирует в совокупности [(AТA)-1]ii, при всех i.         

4. Оцениваем дисперсию (ковариационную матрицу) результатов опытов путем повторных измерений при одинаковых условиях. 

5. Проверяем гипотезу о ее диагональности и об однородности дисперсий y (см. приложение 1). 

6. Проводим эксперимент и оцениваем коэффициенты модели по формулам (4.4) или (4.13).          

7. Оцениваем погрешности коэффициентов по (4.5) или (4.14).          

8. Проверяем значимость коэффициентов по t-критерию (4.6).          

9. Проверяем адекватность модели.

10. Если в модели много незначимых коэффициентов, ее надо упростить, т. е. уменьшить число искомых величин b. Если модель неадекватна, ее надо усложнить, т. е. добавить новые члены. 

5. ПЛАНИРОВАНИЕ ЭКСПЕРИМЕНТА В ЗАДАЧАХ ОПТИМИЗАЦИИ 

И ВЫЯСНЕНИЯ МЕХАНИЗМА ЯВЛЕНИЯ

5.1. Постановка задачи и параметр

Четко сформулировав цель эксперимента, мы должны выбрать определяемую на опыте величину - параметр, которая характеризует степень достижения цели (в задачах оптимизации) или изучаемое явление (в задачах выяснения механизма явления). Правильная постановка задачи и выбор адекватного задаче параметра оптимизации - необходимое условие успешной работы. Параметр оптимизации обязательно должен в каждом конкретном эксперименте выражаться одним числом, но при этом сам параметр может быть простым или сложным.          

В задачах выяснения механизма явления, как правило, используется простой параметр - изучаемая физическая характеристика объекта. Например, изучая механизмы разрушения и заселения уровней в плазме, выбираем в качестве параметра заселенность конкретного уровня, изучая процессы формирования контуров спектральных линий в плазме - ширину контура и т. д.          

В задачах оптимизации, особенно при разработке промышленных образцов, приходится учитывать несколько характеристик объекта. Например, лампа должна иметь высокую светоотдачу, большой срок службы, низкую стоимость, «хороший» цвет излучения. Здесь возможны два пути: выбрать простой параметр оптимизации, например, светоотдачу, а на остальные характеристики наложить условия: например, «стоимость не более ... рублей, срок службы не менее ... часов», «координаты цветности в пределах...», или же строить сложный или обобщенный параметр оптимизации [1].
Возможны различные варианты построения параметра, важно лишь, чтобы он хорошо отражал наши требования к объекту оптимизации. Например, каждой характеристике объекта ставится в соответствие некоторая «функция желательности» L, выбор которой, вообще говоря, достаточно произволен, но отражает наши представления о качестве объекта. Так, если оптимальное значение координаты цветности X для лампы равно 0.33, а допустимый интервал варьирования - 0.02, то можно задать Lx в виде (рис. 5.1):


[image: image138.wmf]2

2

x

)

02

.

0

2

(

)

33

.

0

X

(

exp(

L

×

-

-

=

                                                     (5.1)

Если срок службы желателен около 2000 часов и более, а 1000 часов - это уже плохо, то можно задать (рис. 5.1):
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Lt = 1                                при t > 2000

Описав функцией Li каждое из важных для нас свойств объекта, мы выберем теперь в качестве обобщенного параметра оптимизации 
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При этом y будет наибольшим, когда все параметры выйдут на оптимум. Если хоть один из них попадает в область «плохо» (близок к 0), y будет мало. Такой параметр отражает адекватно степень достижения цели. Ниже мы будем рассматривать только простые параметры  оптимизации.
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Рис.5.1. Возможные функции желательности

5.2. Выбор и ранжирование факторов

После выбора параметра оптимизации проводится выбор и ранжирование факторов. Факторами называют независимые друг от друга условия эксперимента или характеристики объекта, которые в процессе проведения работы или могут быть установлены каждый на произвольно выбранном по желанию работающего уровне, или, по крайней мере, поддаются контролю со стороны экспериментатора, и которые могут, в принципе, влиять на значение параметра. 

Например, в случае разработки газоразрядного источника света факторами можно считать: межэлектродное расстояние, материал колбы, диаметр горелки, количество того или иного вещества, введенного в горелку, размеры электродов и т. д. 

В педагогическом эксперименте факторами могут быть пол и возраст учащихся, распределение часов между лекциями и практикой, степень компьютеризации обучения и т. д.

В сельском хозяйстве факторами могут быть кислотность почвы, число солнечных дней в сезоне (не может быть произвольно установлено, но можно проконтролировать), количество и сорта удобрений (устанавливается экспериментатором).

Поясним требования к факторам на примере разработки газоразрядного источника света.          

а) «Поддающиеся контролю» - это значит, что для каждого конкретного образца, светоотдача которого (т. е. параметр) нами измерена, могут быть измерены и зафиксированы в протоколах и все величины, характеризующие факторы. Конкретные значения этих величин называются «уровни факторов». Например, исследована светоотдача двух серий образцов с межэлектродным расстоянием l = 6 см в первой серии и l = 7 см во второй. Говорят, что фактор l варьировался на двух уровнях. К числу факторов можно отнести и величины, не имеющие количественного выражения. В условиях производства существенное влияние на качество продукции могут оказать и такие факторы, как квалификация рабочего на некоторой ответственной операции, завод-поставщик исходных материалов и т. д. Влияние этих факторов также может быть математически проанализировано, «уровни факторов» в этом случае выбираются условно, например, заводы-поставщики однотипного сырья просто нумеруются 1, 2, 3 или обозначаются буквами А, В, С, важно только, чтобы этот номер для каждого испытуемого изделия был известен.         

б) «Произвольно устанавливаемые» - это значит, что, в принципе, можно изготовить образец, в котором выбранный фактор, например, межэлектродное расстояние, будет на любом из выбранных уровней. Разумеется, сам выбор уровней не вполне произволен, вначале он основан на предыдущем опыте или на анализе изделий, впоследствии он определяется планом эксперимента.          

в) «Независимые» - это требование к факторам очень важно. Оно означает, что в число факторов нельзя включать взаимосвязанные условия эксперимента или характеристики образца. Мы всегда должны иметь возможность изготовить образец при любом сочетании выбранных уровней факторов. Например, можно изготовить горелку с межэлектродным расстоянием и 6 и 7 см из стекла, поставленного как заводом 1,так и заводом 2. Следовательно, межэлектродное расстояние и завод-поставщик - независимые факторы. Но если завод 1 поставляет стекло только диаметром 10 мм, а завод 2 - диаметром 15 мм, то диаметр горелки и завод-поставщик не могут быть одновременно включены в список факторов.          

После того, как составлен список всех факторов, которые могут влиять на значение параметра, наступает ответственный момент выбора наиболее существенных факторов, влияние которых должно быть проверено в эксперименте. Этот процесс называется «ранжированием факторов». 

Один из способов «ранжирования» состоит в опросе специалистов в данной области. Предлагая специалистам, среди которых могут быть ведущие инженеры и технологи данного и родственных предприятий, ученые, работающие в близких областях науки, опытные рабочие и т. п., список факторов, просят их присвоить каждому фактору «ранг», т. е. место, которое, по мнению данного специалиста, занимает данный фактор по своему влиянию на параметр.

При этом самому «значимому» фактору присваивается ранг 1, следующему - 2 и т. д. Специалистов не следует предварительно знакомить с мнением других участников опроса. Затем ранги, «полученные» каждым фактором, суммируются, и выделяется группа факторов с наименьшими значениями суммы. В таблице 5.1 приведен пример ранжирования факторов, влияющих на светоотдачу металлогалоидных ламп.    

Таблица 5.1.  

Ранги факторов по мнению специалистов

№
Фактор
Специалисты
Сумма

Рангов



1
2
3
4
5


1
Материал колбы
5
11
7
11
10
44

2
Конструкция электродного узла
6
1
2
2
5
16

3
Дозировка ртути
7
3
3
1
4
18

4
Дозировка TlJ
1
2
1
3
2
9

5
Дозировка InJ
3
5
4
5
1
18

6
Дозировка NaJ
2
4
5
4
3
18

7
Буферный газ
4
13
6
7
9
39

8
Pежим тренировки 
13
14
14
12
13
66

9
Толщина стенок колбы
14
10
9
13
12
58

10
Способ введения иодидов
8
9
8
6
8
39

11
Покрытие электрода
11
12
13
14
14
64

12
Коаксиальность электродов
12
6
10
10
11
49

13
Наполнение внешнего баллона
10
7
11
9
7
44

14
Конструкция внешнего баллона 
9
8
12
8
6
43

Как видно из таблицы, наиболее значимым фактором оказалась дозировка TlJ (наименьшая сумма рангов), затем следует группа факторов 2, 3, 5, 6, остальные гораздо меньше значимы.      

5.3. Отсеивающие эксперименты и дисперсионный анализ

Если и после ранжирования число оставшихся значимых факторов очень велико, или опрос специалистов вообще неэффективен ввиду отсутствия в отрасли достаточного опыта работы над изделиями, подлежащими разработке, проводятся, так называемые «отсеивающие эксперименты».          

При этом все факторы варьируются на двух уровнях. Нижний и верхний уровень каждого фактора выбирается из технологических соображений и предыдущего опыта. Общее число опытов должно быть не меньше числа исследуемых факторов (требования к числу опытов обсудим позже). Комбинация уровней факторов определяется «матрицей планирования» - это таблица, показывающая, на каком уровне устанавливается каждый конкретный фактор в каждом опыте. В этой таблице «+1» (или просто «+») означает, что фактор берется на верхнем уровне, «-1» (или «-») - на нижнем (для качественных факторов эти понятия условны, например, «буферный газ» на нижнем уровне может быть ксенон, на верхнем – гелий; важно, чтобы отличие между уровнями было как можно больше в рамках допустимых пределов работоспособности изделия). В каждом конкретном опыте уровни факторов в отсеивающем эксперименте должны быть выбраны так, чтобы матрица планирования обладала следующими свойствами: сумма чисел в каждом столбце равнялась 0 и сумма произведений элементов, относящихся к одному опыту, для двух любых столбцов равнялась нулю, т. е. если обозначить Хji - элемент матрицы в j-й строке в i-м столбце, то
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Пример матрицы планирования при исследовании семи факторов приведен в табл. 5.2.

Таблица 5.2. 

Матрица планирования отсеивающего 7-факторного эксперимента.

№

опыта
Факторы
Результат

Опыта


0
1
2
3
4
5
6
7


1
+
+
+
+
+
+
+
+
95

2
+
-
+
-
+
-
+
-
98

3
+
+
-
-
+
+
-
-
87

4
+
-
-
+
+
-
-
+
105

5
+
+
+
+
-
-
-
-
83

6
+
-
+
-
-
+
-
+
81

7
+
+
-
-
-
-
+
+
91

8
+
-
-
+
-
+
+
-
85

Si+

356
357
368
385
348
369
372


Si-

369
368
357
340
377
356
353


(i

13
11
11
45
29
13
19


ранг

4,5
6,7
6,7
1
2
4,5
3


В качестве факторов взяты первые семь факторов из списка факторов табл. 5.1; измерялась световая отдача экспериментальных горелок (в относительных единицах).

Столбец с обозначением «0» не отвечает никакому фактору, он появился вследствие «правила формирования матрицы», которое поясняется ниже; кроме того, что эта же матрица планирования годится для вычисления коэффициентов линейной модели (см. разд. 4), где с помощью этого столбца определяется первый коэффициент.

Собственно план эксперимента содержится в залитой серым части таблицы. Его надо понимать так, что, например, в опыте 5 первые 3 фактора должны быть на верхнем уровне, остальные – на нижнем.

Матрицу, обладающую свойствами ортогональности (5.4), (5.5) можно построить по следующему алгоритму.

За основу берутся так называемые матрицы Адамара. Матрица Адамара размерности 2(*2( строится из матриц размерности (*( по правилу:
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В случае, представленном в таблице (5.2), матрица планирования образована матрицей Н8, отсюда - столбец с номером 0. Видно, что с такой матрицей можно проверить влияние не более, чем 7 факторов. Если проверяемых факторов больше (от 8 до 15), то следует строить матрицу Н16. Число опытов в этом случае 16, а если факторов меньше 15, то просто отбрасываются последние столбцы матрицы Н16. 

После выполнения эксперимента по данному плану анализируем его результат следующим образом. Выбираем все опыты, где i-й фактор был на верхнем уровне и находим сумму значений параметра в этих опытах Si+. Затем находим сумму значений параметра в опытах, где этот фактор был на нижнем уровне Si- и вычисляем разность (i=|(Si+)-(Si-)|. Проделываем это для всех семи факторов и вносим результаты в соответствующие столбцы таблицы. Выделяем группу факторов, для которых абсолютная величина разности имеет заметно большее, чем для остальных факторов, значение. Есть основание считать, это и будут наиболее сильно влияющие факторы. Ранг фактора по этому признаку внесен в последнюю строку таблицы 5.2.

Однако такое предположение нуждается в проверке, поскольку это «влияние» может быть вызвано и случайным сочетанием уровней других факторов. Кроме того, не исключено, что максимальное влияние фактора проявляется, когда он не на верхнем и не на нижнем, а на каком-то промежуточном уровне.

Наиболее надежный способ решения вопроса, влияет ли данный фактор на параметр, состоит в проведении дисперсионного анализа (см. разд. 3.7). Дисперсионный анализ выявляет влияние фактора на фоне «шумов», причем под «шумами» здесь понимается не только погрешность в измерении параметра, но и влияние большого числа неконтролируемых в данном эксперименте технологических, временных, конструктивных и иных факторов.

Для проведения дисперсионного анализа выбирается небольшое число факторов (один, два, три), влияние которых требуется проверить, все остальные факторы во всей серии экспериментов должны, по возможности, закрепляться на определенном уровне. Многофакторный анализ, в котором одновременно выявляется влияние нескольких факторов на параметр, более выгоден, чем однофакторный, т. к. в случае многофакторного анализа при каждом из уровней фактора может быть сделан лишь один опыт. 

5.4. Рандомизация эксперимента

При выполнении отсеивающих экспериментов и дисперсионного анализа (если он не ведется как обработка «пассивного» эксперимента) сначала составляется план эксперимента, т. е. выбирается, сколько факторов и на каком количестве уровней будет варьироваться и сколько раз будет повторен опыт при каждом сочетании уровней факторов. Чтобы уменьшить  влияние  неконтролируемых факторов, эксперимент должен быть «рандомизирован», т. е. запланированные опыты должны выполняться в случайном порядке.

Поясним это требование примером: допустим, что при разработке опытного образца нового типа лампы нужно исследовать влияние сорта кварца на срок службы горелки, для этого решено изготовить 3 серии горелок (по 10 штук в каждой) из трех разных сортов кварца. Если поручить рабочему сначала изготовить все 10 горелок первой серии, потом - второй и т. д., то дисперсионный анализ может обнаружить влияние фактора на параметр (срок службы), но этот результат может быть ошибочным. Наблюдаемый рост срока службы может объясняться не влиянием сорта кварца, а постепенным повышением качества изделия в результате освоения рабочим технологии в ходе изготовления всей опытной партии.

При «рандомизации» мы перенумеровываем все запланированные опыты, а затем определяем порядок их выполнения с помощью таблиц случайных чисел или генераторов случайных чисел на ЭВМ. Ниже приводится пример плана трехфакторного дисперсионного анализа. Буквами условно обозначают уровни факторов: малые буквы - первый фактор, большие буквы - второй, греческие - третий. Числа в табл. 5.3 определяют порядок выполнения опытов (они получены с помощью генератора случайных чисел на ЭВМ).

Таблица 5.3. 

План эксперимента при трехфакторном дисперсионном анализе

Фактор 

1
Фактор 2


A
B
C
D

a
(
15
(
13
(
7
(
1

b
(
10
(
12
(
5
(
11

c
(
6
(
9
(
4
(
16

D
(
14
(
8
      (
2
(
3

Здесь приведен пример плана, в котором 3 фактора варьируются на 4-х уровнях каждый. Так, например, в опыте 9 (c, B, () первый фактор взят на третьем уровне, второй фактор - на втором уровне, третий фактор - на четвертом уровне.    

5.5. Определение аналитического вида зависимости параметра от факторов. 

Матрица планирования

После того, как выявлены основные факторы, влияющие на параметр, и определен диапазон варьирования факторов (так называемая область плана эксперимента), задачу оптимизации (нахождения комбинации факторов, обеспечивающих требуемый экстремум параметра) можно решить, найдя аналитический вида зависимости параметра от факторов, и затем экстремум найденной функции. Если искомая зависимость может быть описана линейной моделью, то ее коэффициенты находятся методом наименьших квадратов, описанным в разделе 4. 

Выбор числа и расположения экспериментальных точек в области плана эксперимента, обеспечивающий минимизацию погрешности коэффициентов модели при фиксированном числе опытов и погрешности измеряемой величины, составляет предмет математической теории планирования эксперимента [1]-[3]. Некоторые рекомендации этой теории уже приведены в разделе 4. Здесь их круг будет немного расширен.

Значительное упрощение расчетов и одновременно минимизацию погрешности b обеспечивают так называемые «ортогональные планы». 

В ортогональном плане уровни факторов выбираются так, чтобы матрица A удовлетворяла условиям (5.4), (5.5). Тогда матрица AТA окажется диагональной, на диагонали будут стоять суммы квадратов элементов соответствующих столбцов. 

«Обращение» диагональной матрицы, как известно, состоит в замене каждого ее элемента на обратную величину. Вычисление i-го элемента произведения (AТy) осуществляется простым суммированием произведений элементов i-го столбца матрицы AТ на соответcтвующие значения yj. Пример такого плана рассмотрен в разделе 4. 

Ортогональные планы легко построить, если предполагается линейная зависимость па                                             раметра от нескольких факторов, что часто бывает разумно на начальных этапах поиска экстремума (см. разд. 5.6), или если в модель входят только линейные члены и произведения факторов (как в ранее рассмотренном примере). В этом случае план будет ортогональным, если расположить экспериментальные точки симметрично относительно центра плана, т.е. точки, в которой значения всех факторов хi равны
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i полуразности максимального ximax и минимального ximin значения фактора 
[image: image148.wmf]x

i=(ximax- ximin)/2, а затем перейти к новым переменным.
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где hi  выбирается произвольно, но так, чтобы значения z были равны одной или нескольким единицам.

При варьировании факторов только на двух уровнях удобно строить матрицу планирования на основе матрицы Адамара (5.6) (тогда h i= ximax- 
[image: image150.wmf]x

i).
Если нет сомнений в линейности зависимости параметра от факторов, то наименьшая погрешность коэффициентов модели получится, если все опыты делать только на границах варьирования факторов. В этом легко убедиться простым сравнением диагональных элементов AТA-1  в двух вариантах плана эксперимента из 4 опытов в модели y=b1+b2z.

Вариант 1: 2 опыта при z=-1                        Вариант 2:  z (1) =-1 , z (2) =-0.5, z (3) =0.5, z (4) =1 

и 2 опыта при z=+1  

          
[image: image151.wmf]1

1

1

1

1

1

1

1

A

-

-

=

       
[image: image152.wmf]4

1

0

0

4

1

]

A

A

[

1

T

=

-

                         
[image: image153.wmf]5

.

0

1

1

1

5

.

0

1

1

1

A

-

-

=

  
[image: image154.wmf]5

.

2

1

0

0

4

1

]

A

A

[

1

T

=

-


Если же предполагается, что зависимость имеет вид полинома степени m, то экспериментальные точки в области от z=-1 до z=+1 рекомендуется располагать в точках zi=cos[(i/m], i=0,1…m. Правда, при этом не будет возможности проверить адекватность модели. Если такая проверка нужна, можно строить план для полинома степени большей, чем m, например, m+1 (zi=cos[(i/(m+1)], i=0,1…m+1) или m+2(zi=cos[(i/(m+2)], i=0,1…m+2), а модель записать в виде полинома степени m. 

В случае зависимости параметра от нескольких (k) переменных область варьирования факторов в приведенных переменных (5.7) представляет собой k-мерный куб. Рекомендуется обязательно выполнять эксперименты во всех вершинах куба (все переменные равны +1 или –1) и в центре плана ( все переменные равны 0). Если этого недостаточно для определения коэффициентов и проверки адекватности, то - в центрах граней куба (одна переменная равна (1, остальные 0), в центрах ребер куба (одна переменная равна 0, остальные (1). Если и этого недостаточно, следует располагать экспериментальные точки внутри куба симметрично относительно центра плана.

5.6. Последовательный симплекс-метод

Еще один способ выхода в экстремальную точку в широкой области варьирования факторов получил название: «симплекс-метод» [3]. При этом предположений об аналитическом виде зависимости параметра от факторов вообще не делается. Суть его заключается в следующем. 

Если экстремум ищется в пространстве k факторов, то нужно сделать k+1 опыт в k+1 точке k-мерного пространства, не расположенных в подпространстве k-1 измерения (т.е. если фактора 2, то 3 точки не должны лежать на одной прямой, если k=3, то 4 точки не должны лежать в одной плоскости и т.д.). Пусть опыты дали результаты y1, y2… yk+1 . Для определенности предположим, что ищется максимум y, тогда из этих результатов выбираем точку с номером l, в которой получено минимальное значение y, и строим новую точку l', «отражая» точку l относительно подпространства, содержащего остальные точки. В точке l' выполняем новый опыт. Из полученных результатов (исключая точку l) снова выбираем минимум и процесс повторяем до тех пор, пока картина не начнет «вращаться» около некоторой точки L, которая и является искомым максимумом.           

Поясним это на простом примере. Предположим, на светоотдачу (y) источника света влияют в основном две добавки А и В, концентрации которых могут изменяться в достаточно широких пределах. Мы ищем оптимальную точку x (x1, x2), где x1 -навеска добавки А, x2 -навеска добавки В, обеспечивающие максимум светоотдачи. Здесь речь идет о планировании в двумерном пространстве.           
Изготовим первоначально три лампы с навесками           
1) x1 =2 мг, x2 =1 мг;           
2) x1 =4 мг, x2 =2 мг;          

3) x1 =2 мг, x2 =3 мг;           и определим их светоотдачу.                     

Получим y1 = 85 лм/Вт, y2 = 92.5 лм/Вт, y3 = 87 лм/Вт. Видно, что минимум получился в точке 1. «Отразим» ее относительно прямой 2-3, т.е. проведем прямую через точку 1 и середину отрезка, соединяющего точки 2,3 и отложим на ней отрезок, равный расстоянию от точки 1 до точки пересечения с прямой 2-3.       
[image: image200.png]


Получим точку 4: x1 =4 мг, x2 =4 мг; изготовив лампу с такими навесками, получим светоотдачу y4 = 92 лм/Вт. Теперь минимум соответствует точке 3, ее отражение - точка 5: x1 = 6 мг, x2 = 4 мг - дает светоотдачу y5=93 лм/Вт. 

Теперь минимум - в точке 4, ее отражение - точка 6 (см. рис. 5.2) и т.д. Пересчет координат точки при «отражении» осуществляется по формуле:        
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Рис.5.2. Пример поиска экстремума

симплекс-методом.


Здесь k - размерность пространства факторов (в примере k=2), i - номер координаты (i=1,..1,...k), j - номер точки (j=1,2,...k+1), l - номер точки, в которой получен минимум, L - номер точки, в которой должен быть сделан следующий эксперимент. 
При поиске экстремума возможны некоторые осложнения.           
1) Точка после отражения вновь дает минимальное значение y, т.е. в нашем примере мы могли бы получить в точке 5 не 93 лм./Вт, а, скажем, 88 лм./Вт. В этом случае из предыдущей группы точек (2,3,4) «отражается» дающая не самое маленькое, а второе по величине значение, в нашем примере это точка 2 (Y=92.5 лм/Вт). Ее надо «отразить» в прямой (3,4), далее процесс продолжается стандартно.           
2) Точки начинают «вращаться» около некоторой точки x'. Тогда имеет смысл повторить эксперимент в этой точке, чтобы исключить опасность принять за экстремум результат экспериментальной погрешности. Если же максимальное значение y воспроизведется, то следует принять x' за координату максимума. Можно уточнить положение экстремума, реализуя вблизи x' симплекс-метод с более мелким «шагом» или используя полиномиальную модель и метод наименьших квадратов (см. разд. 4).
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Симплекс-метод может быть успешно применен для нахождения коэффициентов нелинейных моделей. В этом случае параметром является «невязка» – сумма квадратов отклонений экспериментальной функции от расчета по модели. Параметр минимизируется подбором коэффициентов модели, которые в данном случае можно рассматривать как «факторы» и осуществлять подбор симплекс-методом. Например, зарегистрирован участок спектра (рис. 5.3), содержащий две неразрешенные линии. Предполагается, что оба контура имеют гауссовскую форму, положение центров линий известно, но ширина линий (она предполагается одинаковой) и их относительная интенсивность неизвестны и их надо определить (такие проблемы возникают в задачах спектроскопической диагностики плазмы). Суммарный контур можно описать моделью: 

B=exp[-x1(((()2]+x2(exp[-x1((((-a)2]

(длина волны отсчитывается от положения максимума более яркой линии, яркость ее принята за 1) . Варьируя неизвестные величины x1, x2 минимизируем
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Рис. 5.3. Экспериментальный спектр

 где n-число точек контура, в которых измерены отсчеты Вi, 
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 - рассчитанные при данных x1, x2 яркости.
Симплекс-метод легко программируется и часто весьма эффективен, однако надо помнить, что результаты существенно зависят от «шага», т. е. расстояния между первоначально избранными точками (при «широком шаге» можно « перешагнуть» через экстремум, а при «мелком» процесс может быть очень долгим). Кроме того, можно попасть в локальный экстремум, если их несколько у исследуемой функции. Поэтому метод, как и другие приемы статистической обработки данных и планирования эксперимента, принесет хорошие плоды только в сочетании с глубоким знанием объекта исследования и широком использовании всей ранее полученной информации о нем.

6. МЕТОД ГЛАВНЫХ КОМПОНЕНТ

Часто результат конкретного эксперимента выражается не одним числом, а целым набором чисел, например, при изучении радиального распределения параметров плазмы естественно поставить вопрос о влиянии условий разряда на распределение заселенностей или температуры. Эти распределения находят отражение в наборе экспериментальных зависимостей: яркостей В(xj) или оптических толщин ((xj), измеренных в различных точках xj  и полученных в определенных условиях. Поскольку каждый отсчет

 В(xj) определяется с некоторой случайной погрешностью, то решение вопроса о том, различаются ли распределения В(x), полученные для различных участков спектра или в различных условиях разряда, может быть затруднено. Особенно сложной становится задача классификации наблюдений, т. е. разбиение результатов на статистически различимые группы при большом количестве проделанных экспериментов. Ниже прилагается рецепт решения этой задачи, представляющий собой модификацию [15] известного в математической статистике «метода главных компонент» [16].

Представим результат k-го эксперимента в виде набора m чисел yk1, yk2, ..., ykj, .., ykm; k = 1, 2, ..., p, где p - полное число проделанных экспериментов; j = 1, 2 ..., m, где m - число отсчетов, полученных в одном эксперименте.

Например, ykj - это яркость поверхности источника в точке, отстоящей на расстоянии хj от оси разряда, полученная в k-м эксперименте (будем считать, что во всех экспериментах яркость измеряется для одного и того же набора точек хj).

В общем случае применения метода главных компонент результат одного эксперимента называют «объектом», а отсчеты в одной экспериментальной точке «признаком», поскольку метод применяется не только к анализу массивов чисел одной размерности и одного физического смысла, но и к наборам различных характеристик объекта. Например, в биологии объектом может быть конкретное животное, а признаками - его вес, длина тела, температура, частота пульса и т. д., но при этом все характеристики должны быть выражены в относительных единицах (т. е. как отношение к некоторому значению, выбранному для данного признака за единицу, сам этот выбор не принципиален).

Погрешность отсчетов в данной серии из p экспериментов будем характеризовать ковариационной матрицей D погрешностей измерения y. Эту матрицу можно построить, проделав p экспериментов для одних и тех же условий. Тогда элементы матрицы вычисляются по формуле (4.12).
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Здесь i и j - номера экспериментальных точек, k - номера повторных изменений. 
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Проделаем теперь N экспериментов в различных условиях (получим N объектов). Многообразие распределений y(х), полученных во всех N экспериментах при различных условиях, характеризуется свойствами ковариационной матрицы всего массива данных, где элементы матрицы определяются по формуле: 
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                                            (6.1)
Отличие от (4.12) состоит в том, что здесь индекс k нумерует опыты, проведенные при различных условиях, влияние которых на вид y (х) мы хотим выявить; матрица D вычисляется по распределениям y(х), полученным при постоянных условиях, т. е. ее элементы отражают воспроизводимость результатов и корреляцию между погрешностями  измерений в  i-й  и j-й точках х.

Результаты каждого эксперимента, т. е. набор yk1, yk2, ..., ykj, .., ykm можно представить точкой в m-мерном пространстве.
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Вследствие наличия случайной погрешности в измерении каждая точка на самом деле «размывается» в некоторую область в том же пространстве. Если две «точки» расположены ближе, чем размер этой области размытия, то, очевидно, результаты таких экспериментов статистически неразличим. Если в каких-то направлениях размеры «размытия» превосходят полные размеры области возможных значений y, то эти направления, очевидно, «не иформативны», т. е. в этих направлениях результаты различных экспериментов вообще не различаются (на рис. 6.1 данная ситуация иллюстрируется для простейшего случая m = 2).
Области всех возможных значений y (Q1) определяютcя матрицей A, а область «размытия» - матрицей D ([17], гл. 2) Матрица AD-1 определяет область возможных значений в m-мерном информационном пространстве безразмерных величин (каждое yij измеряется в единицах своей погрешности). Если хоть в каком-нибудь направлении размер этой области больше 1, значит в нашем ансамбле распределений y (x) есть статистически различимые. Найдем все собственные значения (w матрицы AD-1 (w = 1, 2, ..., q), которые больше 1, и соответствующие собст-

Рис. 6.1. Пояснение к методу главных компонент. y1, y2 – измеряемые величины. U1,U2 - главные направления, в данном случае U2 – неинформативное направление.

cтвенные вектора Uw (для решения этой задачи можно использовать алгоритм «исчерпывания» [16], [18]). Количество q этих собственных значений показывает, каким числом независимых параметров характеризуется индивидуальность  каждого  конкретного

результата эксперимента. Дальнейшее применение метода целесообразно, если q существенно меньше m. Величина V = 
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   характеризует «информационный объем» эксперимента, т. е. показывает, сколько статистических различных классов есть в нашем ансамбле распределений.

Для того, чтобы разбить ансамбль на эти классы, надо найти проекции Сik экспериментальных «точек» yk на собственные вектора Uw 
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здесь Upj - компоненты p-того собственного вектора матрицы AD-1 (w=1, 2, .., q; j = 1, 2, .., m)

«Погрешность» коэффициентов оценивается по формуле:

Sw2=UwTDUw                                                                   (6.4)

К одному классу мы отнесем те распределения y(х), у которых все q коэффициентов Сw неразличимы в пределах своих погрешностей.
Метод может дать полезную информацию и в том случае, если матрица D неизвестна (повторные измерения при неизменных условиях не проводились). Экспериментатор может, исходя из априорных соображений, классифицировать наблюдения по проекциям только на один первый вектор (напомним, что это комбинация признаков х, по которым зависимости y(х) более всего отличаются, т. к. нахождение собственных векторов означает приведение матрицы к диагональному виду, при этом собственное значение  характеризует дисперсию,  т. е. разброс экспериментальных «точек» вдоль соответствующего направления). В более сложных случаях можно использовать два и более главных направлений, если есть априорная уверенность в их значимости. 

Метод может быть применен и для классификации изображений. Распределение яркостей в поле изображений можно «вытянуть» в одномерные массивы, нумеруя в каком либо определенном порядке элементы поля изображений. После нахождения значимых векторов их можно вновь представить в двумерном виде. Изготовив транспарант с пропусканием, пропорциональным значению компонент вектора, получают маски (так называемые маски Карунена-Лоэва [19]), наложив которые на самосветя[image: image203.png]


щиеся или пропускающие 
Рис. 6.2. Простейшие изображения и маска первого вектора. Числа под изображениями - проекции на первый вектор
свет объекты или их изображения и измерив прошедший световой поток, сразу получают проекции изображений на

эти вектора. Метод используется для быстрого распознавания детерминированных изображений в системах технического зрения, при этом часто достаточно не воспроизводить точно компоненты вектора, а использовать бинарые маски. Например, сначала наложить маску, полностью пропускающую свет в точках, где компоненты вектора положительны, потом - пропускающую свет в точках, где компоненты вектора отрицательны и вычислить разность отсчетов. Эту же операцию может выполнить за один такт матрица фотодиодов, если подключить их соответствующим образом и сфокусировать на нее анализируемые изображения (метод не инвариантен к сдвигу, повороту и изменению масштаба изображения; в тех случаях, когда заранее известно, какие изображения следует отнести к одному классу, применяется совершенно другой принцип распознавания – обучаемая нейросеть [20]).

Изложенный метод не только помогает классифицировать результаты, но иногда облегчает их дальнейшую обработку [15].

7. ИСКЛЮЧЕНИЕ АППАРАТНЫХ ИСКАЖЕНИЙ 

И ДРУГИЕ НЕКОРРЕКТНЫЕ ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ

В практике физического эксперимента мы часто встречаемся с измерением функций (например, нас интересует форма импульса тока, генерируемого некоторым устройством). Такие измерения в метрологии называются динамическими. Измерения выполняются с помощью прибора, который помимо случайных помех, шумов и погрешностей обязательно вносит и систематические искажения в форму изучаемой функции. Для многих приборов (радиотехнических, оптических, спектральных) результат действия прибора можно записать в следующей форме  
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где y(х) - сигнал на выходе прибора, b(х') - сигнал на входе, A(х) - аппаратная функция или импульсный отклик прибора. Подав на вход прибора очень узкий (практически (-образный) импульс, можно получить экспериментально вид функции A(х). При этом возникает возможность по известным функциям y и A «восстановить» истинный вид b(х) путем решения интегрального уравнения (7.1). Один из способов решения состоит в использовании Фурье-преобразования. Теорию, алгоритм решения, программу, реализующую этот алгоритм, и обсуждение возникающих при этом проблем можно найти на сайте [8]. Здесь же мы рассмотрим другой способ решения; несмотря на отличие алгоритмов, источник, характер и методы преодоления возникающих проблем принципиально те же самые. Предлагаемый метод состоит в замене (7.1) интеграла на сумму
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j=1,2,…n. i= 1,2,..m. Здесь yj - измеренные значения сигнала на выходе; Aij - матрица известных коэффициентов - значение в точке j аппаратной функции, центр которой находится в точке i; bi  - набор искомых значений истинного сигнала, n - число точек, в которых зарегистрирована функция на выходе, m - число точек, в которых мы хотим найти значение входного сигнала. Мы видим, что эта система по форме аналогична (4.2) (поскольку случайная погрешность измерения, разумеется, также есть). Только в отличие от предыдущего раздела мы сильно ограничены в выборе матрицы А: она задается видом функции A(х). Мы можем лишь варьировать число точек (n), в которых измеряем y, число точек (m), в которых ищем b и их расположение на оси х. Стремясь «поточнее» восстановить b(х), мы будем стараться увеличить m и n, при этом окажется, что получаются решения, лишенные физического смысла. Это происходит из-за слишком больших значений (АTА)ii-1, приводящих к большим Sb2 (см. (4.5)) и, соответственно, незначимости всех определенных коэффициентов.

Задачи, имеющие принципиальное математическое решение, но неразрешимые вследствие слишком большого влияния случайных погрешностей измерений, получили название «некорректных», точнее, «некорректно поставленных» задач.

Поскольку к уравнениям типа (7.2) с «плохо управляемой» матрицей А приводят и другие физические задачи, разработаны общие приемы решения такого рода задач, получившие название «методы статистической регуляризации» [11]. Суть их состоит во внесении в сам процесс решения некоторой априорной (до опыта) информации о виде искомого распределения. Прежде всего, следует отметить, что метод наименьших квадратов по существу также представляет простейший прием статистической регуляризации. Ведь здесь мы предполагаем, что искомая зависимость описывается кривой, определяемой относительно небольшим  числом параметров (m) и за счет измерения в большем числе экспериментальных точек (n) можем получить достаточно «устойчивое» решение. 

Уменьшение числа искомых коэффициентов b неуклонно ведет к повышению «точности» их определения. Но это совсем не значит, что решение с наименьшим числом параметров и будет наилучшим; оно будет наименее чувствительным к погрешностям эксперимента, но при этом может быть неадекватным, т. е. практически не описывает результат данного эксперимента. Если «устойчивость» решения, т. е величина относительной погрешности коэффициентов модели при минимальном m, при котором решение еще адекватно, нас удовлетворяет, то мы можем ограничиться методом наименьших квадратов, как единственным приемом статистической регуляризации.   

Однако такое положение складывается не всегда. В задачах, связанных с исключением аппаратных искажений, мы часто заинтересованы в том, чтобы получить информацию о значениях искомой величины в возможно большем числе точек, т. е. стремимся по возможности увеличить число искомых коэффициентов модели, но при этом, естественно, падает их устойчивость по отношению к погрешностям эксперимента. 

В этих случаях используется прием регуляризации, основанный на наших вероятностных представлениях о свойствах искомого распределения. Эти представления складываются у нас на основании предыдущего опыта исследования аналогичных объектов или на основании теоретических соображений и потому называются априорными.

Эксперимент вносит уточнения в наши представления об объекте и в результате формируется апостериорное (после опыта) распределение вероятностей для значений коэффициентов модели. Искомое решение получается в результате усреднения всевозможных значений искомых коэффициентов с учетом апостериорного распределения их вероятностей, соответственно погрешность решения - это результат усреднения с тем же распределением вероятности квадрата отклонения всевозможных значений коэффициентов от средних значений. 

Математическое оформление изложенного метода решения, разумеется, зависит от характера использованной априорной информации о решении. Для многих задач весьма успешно может быть применен прием, основанный на априорном предположении о принадлежности решения к классу достаточно «гладких» или «ограниченных» функций; в этих случаях искомые коэффициенты модели находятся из системы уравнений [11]:  

                  b = [ATWA+  (Q]-1 ATWy,                                                (7.3) 
                     S2bi   = [ATWA+  (Q]-1ii.                                                   (7.4)  
Здесь матрицы y, А, W, b имеют прежний смысл (см. разд. 4).

Эти выражение отличается от обычного решения по методу наименьших квадратов (4.4), (4.5) слагаемым (Q, которое как раз и заключает в себе априорную информацию о решении. Q - это матрица регуляризации. Мы должны сформировать ее, исходя из априорных представлений о свойствах искомого распределения. Например, если мы предполагаем, что распределение b(х) должно быть «гладким», а «гладкость» мы математически выражаем как ограниченность n-й производной - обычно второй, то Q находится из условия:
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Интеграл берется по всей области определения. Выражение, стоящее справа в (7.5), означает скалярное произведение векторов b и Q b, т.е.    
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Преобразуя левую часть (7.5) так, чтобы входящий туда интеграл заменить конечной суммой, а производную - конечными разностями значений bi в заданных точках xi, отнесенными к интервалам x i+1- xi, мы можем левую часть (7.5) представить так же, как и в (7.6), в виде суммы слагаемых, содержащих произведения bi и bk . Коэффициенты при этих произведениях приравняем к удвоенным элементам матрицы Q (с тем, чтобы Qik=Qki). В частном случае, когда ограничивается норма второй производной, и точки, в которых определяются значения искомой функции, делят весь отрезок задания функции на равные части (x, матрица Q имеет вид: 
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Размерность ее всегда m * m, где m - число искомых коэффициентов. Параметр ( - это число, которое показывает, сколь жесткие требования мы накладывает на принадлежность решения к заданному классу функций; чем больше (, тем меньше допустимые значения функционалов, записанных в левой части (7.5). В предельном случае ((= 0) на эти величины не накладывается никаких ограничений, и мы приходим к методу наименьших квадратов. При очень больших ( мы приходим к требованию равенства нулю второй производной и решение всегда будет иметь вид линейной зависимости b(х). В то же время устойчивость коэффициентов модели будет неуклонно расти с ростом (, так как погрешность коэффициентов модели, согласно (7.4), будет убывать. Следовательно, решающим становится правильный выбор (: чем больше (, тем больше априорной информации мы вносим. Влияние погрешности эксперимента при этом ослабевает, но это происходит за счет того, что мы все меньше используем информацию, полученную от эксперимента. В литературе можно найти различные рекомендации по выбору (.      

Довольно успешно во многих приложениях можно использовать критерий «наиболее гладкого допустимого решения» [11], т. е. выполнять расчет при различных, все возрастающих ( и остановиться на наибольшем значении (, при котором еще выполняется критерий адекватности модели (4.7).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Прощаясь с читателем, хочется пожелать ему успехов в профессиональной деятельности. Эти успехи, в первую очередь, обусловлены глубиной знаний и прочностью навыков работы в избранной области технического или научного творчества, ибо никакая статистика и теория планирования эксперимента никогда не заменят профессиональных знаний, умения пользоваться специальным оборудованием, понятийным и математическим аппаратом своей области науки и техники и, главное, умения видеть и решать актуальные проблемы этой области. 

Но, дополняя профессиональные знания и навыки, органически сплетаясь с ними, умение планировать эксперимент и корректно обрабатывать результаты поможет исследователю правильно ставить задачи, получать практически значимые результаты, пригодные к использованию другими исследователями и ведущие, в конечном счете, к принятию оптимальных решений.
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ПРИЛОЖЕНИЯ

П1. МЕТОДЫ ПРОВЕРКИ НЕКОТОРЫХ ГИПОТЕЗ
П1.1. Проверка гипотезы о независимости случайных величин [17] 

Вариант метода наименьших квадратов, представленный формулами (4.4), (4.5), справедлив в предположении, что погрешности измерения всех величин yj независимы и дисперсии их одинаковы. 

Если нет априорной уверенности в независимости yj на основе условий проведения эксперимента, например: измерения различных yj отделяют большие промежутки времени, опыты выполнены рандомизировано (см. раздел 5.4) и т. п., то проверить гипотезу о независимости yj можно, только проделав большое число измерений (p) в каждой экспериментальной точке, построив выборную ковариационную матрицу 
[image: image168.wmf]D
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 результатов эксперимента и проверив гипотезу о ее диагональности.
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здесь i, j - экспериментальные точки, относящиеся к различным условиям эксперимента, i, j изменяются от 1 до n, n - число различных экспериментальных точек; k = 1 ...p, 

p - число повторных измерений в каждой точке.

Для построения критерия проверки гипотезы переходят от ковариантной матрицы к корреляционной 
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Теоретически для независимых случайных величин R - единичная матрица и ее определитель должен быть равен 1. Но мы имеем лишь оценку R, построенную по n выборкам объема p значений случайных величин. Поэтому в качестве критерия проверки гипотезы H0: R = I берут определитель 
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Закон распределения V довольно сложен, но при достаточно больших значениях p можно использовать его асимптотическое представление:

P{-m(lnV((}=P{(2 f ((}+((2/m2) ([P{(2 f+4((}- P{(2 f ((}]+O(m-3).                 (П1.3)

Bыражение (П1.3) справедливо с точностью до слагаемых порядка m-3. Здесь
f = 
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( - граница области, в которую m lnV попадает с рассчитанной по (П1.3) вероятностью, если гипотеза справедлива. (Заметим, что в «идеале» lnV = 0). Следовательно, критическая область для проверки гипотезы m lnV > ( при уровне значимости (= 1- P{-m(lnV((}.
Выражение (П1.3) можно использовать, если ((2/m2)< 1. Заметим, что второе слагаемое в (П1.3) отрицательно. Поэтому, выбрав первоначально критическую область для заданного уровня значимости, используя только первое слагаемое, мы получим в результате несколько больший уровень значимости для данной критической области.

Поясним алгоритм проверки гипотезы на примере. В процессе метрологической аттестации автоматизированного спектрального прибора низкого разрешения фиксировались отклонения показаний прибора от «истинных» значений длин волн, излучаемых эталонным источником. Измерения выполнены p=10 раз для n=4 спектральных линий. Результаты представлены в таблице П1. Проверяемая гипотеза: Погрешности измерения длины волны различных линий независимы.  
Таблица П1 

Разность показаний прибора и паспортного значения длин волн

для четырех спектральных линий (нм)
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1
 2.21
 1.78
-5.08
-4.31
 0.41
-1.23
-2.39
 0.20
 1.54
 0.61
-0.70

2
 0.02
-1.63
-0.82
-1.35
-0.26
 2.04
 0.36
 1.03
 1.48
-0.03
 0.09

3
 0.56
 0.32
 0.86
-0.95
-1.39
 6.10
-0.53
-2.56
 1.52
-0.79
 0.31

4
-2.40
-2.07
-0.04
 0.06
 0.53
 0.98
 0.48
-1.37
-3.23
 2.82
-0.42

Выберем критическую область и уровень значимости для проверки гипотезы, используя формулы (П1.4) и (П1.3). Из (П1.4) получим: 

f=6,     m=6.833,    (2=0.458,    ((2/m2)=0.0098.

Малое значение ((2/m2) позволяет вообще пренебречь вторым слагаемым в (П1.3), поэтому по таблице распределения (2 при числе степеней свободы 6 находим, что(26 меньше, чем 12.59 с вероятностью 0.95, следовательно, гипотеза будет отвергнута, если окажется, что– m lnV > 12.59 на уровне значимости 5%.

Проделаем вычисления. Средние арифметические отклонений для каждой линии приведены в последнем столбце таблицы П1. Ковариационную матрицу можно не вычислять, т.к. из (П1.2) видно, что на диагонали корреляционной матрицы будит стоять единицы, а вне диагонали - коэффициенты корреляции для i-й и j-й линий, которые вычисляются по формуле (3.13). Корреляционная матрица имеет вид:
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Ее определитель V=0.57, – m lnV=3.83< 12.59, т.е. гипотеза о независимости погрешности измерения длин волн проверена на уровне значимости 5% и принята.
П1.2. Проверка гипотезы об однородности дисперсий

В разделе 3.3 описан способ проверки гипотезы о равенстве дисперсий двух выборок нормально распределенных случайных величин. Иногда требуется проверить гипотезу о том, что большее число выборок имеют одинаковые дисперсии (например, чтобы убедиться, что метод наименьших квадратов применим в простейшем варианте). Предположим сначала, что объемы всех выборок одинаковы и равны n (в каждой выборке n элементов), а число таких выборок р. Найдем по каждой i-й выборке оценку дисперсии S2i по формуле (2.2).

Критерием проверки гипотезы об одинаковости дисперсий служит величина [5]:
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т. е. отношение максимальной из оценок дисперсии к сумме всех оценок.

Критические точки G, отвечающие уровню значимости 5%, приведены в таблице П3.6 приложения 3.
Если экспериментальное значение G меньше приведенного в таблице, гипотеза о равенстве дисперсий для всех выборок принимается и в качестве общей оценки берется среднее арифметическое всех оценок.

Сложнее обстоит дело, если выборки имеют разный объем [13].

Пусть из нормально распределенных генеральных совокупностей извлечены р независимые выборки различных объемов ni (некоторые объемы, но не все, могут быть одинаковыми). По выборкам найдены, согласно (2.2), дисперсии S2i. Требуется, как и раньше, при уровне значимости ( проверить гипотезу о равенстве дисперсий всех генеральных совокупностей.

Обозначим: ki = ni - 1 - число степеней свободы дисперсии S2i.
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 - сумма чисел степеней свободы;
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средняя арифметическая дисперсий, взвешенная по числам степеней свободы;
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Критерием проверки гипотезы служит случайная величина В = V/C, которая при условии справедливости гипотезы об однородности дисперсий распределена приближенно как (2 с р-1 cтепенями свободы, если объем каждой выборки ni ( 4. Следовательно, для того, чтобы при заданном уровне значимости ( проверить нулевую гипотезу об однородности дисперсий нормальных совокупностей, надо вычислить наблюдаемое значение критерия Внабл. = V/C и по таблице критических точек распределения (2, уровню значимости ( и числу степеней свободы р - 1 найти критическую точку , такую, что  Р{(2>(2 кр}=(. Если Внабл < (2 кр - нет оснований отвергнуть гипотезу. Если Внабл > (2 кр - гипотезу отвергают.

Не следует торопиться вычислять постоянную С, т.к. она заведомо больше 1. Сначала надо найти V и сравнить с (2 кр; если окажется, что V<(2 кр, то С вычислять не нужно. Если же V > 

, то надо вычислить С и затем сравнить В с (2 кр. 

При условии однородности дисперсий в качестве оценки общей дисперсии принимают среднюю арифметическую дисперсий, взвешенную по числам степеней свободы (П1.6).

П1.3 Проверка гипотезы о математическом ожидании случайного вектора [17]

Результат эксперимента часто можно считать выборкой значений многомерной случайной величины. Массив отсчетов yik (i=1,2…n; k=1,2 …p) соответствует p реализациям n-мерного случайного вектора y (i соответствует различным экспериментальным точкам, k - повторным измерениям в одной точке). Иногда возникает необходимость проверить гипотезу о том, что математическое ожидание этого вектора равно заданному вектору, т. е.

H0: My = B.

Например, предположим, что при аттестации прибора, описанной в разделе П1.1, в качестве yik взяты не разности показаний прибора и «истинных» длин волн, а сами эти показания. Тогда матожидание y в случае исправности прибора – это четыре паспортные значения длины волны (В1=(1, В2=(2, В3=(3, В4=(4). Если гипотеза H0 будет принята, значит, прибор, несмотря на значительный разброс, не вносит систематической погрешности в измерение длины волны. 

Критерием проверки гипотезы H0 служит так называемая Т2 статистика:
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Здесь под 
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 понимается вектор с компонентами 
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- средними арифметическими отсчетов в каждой экспериментальной точке, 
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- выборочная ковариационная матрица отсчетов, вычисляемая по формуле (П1.1). Видно, что T2  - это число. Если случайные величины yik распределены нормально и p>n, то число
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т.е. имеет распределение Фишера (см. раздел 3.3) с числом степеней свободы k1=n, k2=p-n. Таким образом, зная число экспериментальных точек n и число повторных измерений p и выбрав уровень значимости, находим по таблице критическое значение Fq. Затем вычисляем экспериментальное значение критерия по формулам (П1.7), (П1.8). Если оно оказывается меньше Fq, гипотеза принимается, в противном случае - отвергается.
П2. МОДЕЛИРОВАНИЕ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

При разработке и тестировании алгоритмов обработки экспериментальных результатов большую роль играют модельные (машинные) эксперименты. Предполагая определенные свойства объекта исследования и характеристики измерительной аппаратуры, исследователь имитирует результаты измерений, обрабатывает их тем или иным способом и сравнивает  результат с заложенными ранее характеристиками объекта. Особенно необходимы такие эксперименты при решении некорректных обратных задач (см. раздел 7). При этом необходимо моделировать не только закономерное влияние на результат измерения свойств объекта исследования и аппаратные искажения, но и случайные погрешности измерений, т. е. случайные величины с заданным законом распределения. Результат эксперимента, как правило, представляет собой массив отсчетов (вольт-амперная характеристика, спектр излучения источника света, пространственное распределение яркости в изображении и т. п.).

Если отсчеты считать независимыми случайными величинами (их средние значения отражают какие-то закономерности, но к средним прибавлена случайная погрешность), то задача сводится к генерации значений независимых случайных величин (погрешностей) с нулевым средним и заданным законом распределения. В общем случае эту задачу легко решить с помощью генератора случайных чисел, равномерно распределенных в интервале (0,1), который встроен практически во все языки программирования высокого уровня. 

Задав в аналитическом, графическом или табличном виде желаемую функцию распределения генерируемой случайной величины ([7], гл. 4) F(x), запускаем генератор случайных чисел и каждому сгенерированному числу (i сопоставляем хi такое, что F(xi)= (i. Повторяем операцию столько раз, сколько значений хi надо получить.

Нормально распределенные величины (а именно таковыми обычно являются погрешности), сгенерировать еще проще, пользуясь центральной предельной теоремой ([7], гл. 8). Среднее арифметическое n независимых равномерно распределенных в интервале (0,1) величин при большом n распределено нормально со средним 0.5 и дисперсией 1/(12n).

Учитывая, что М(х-Мх)=0, а 
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, из полученных средних арифметических можно построить выборку нормально распределенных величин с матожиданием 0 и дисперсией 1. Умножив каждое число на корень квадратный из желаемой дисперсии и прибавив к результату желаемое матожидание, получим выборку из нормально распределенных величин с заданными параметрами. Еще проще воспользоваться программными пакетами, например Мathcad, где встроены процедуры генерации заданного числа нормально распределенных величин с заданным матожиданием и дисперсией. 
Однако в реальных экспериментах, особенно если они выполняются быстро с помощью автоматизированных измерительных систем, погрешности измерения в различных экспериментальных точках могут быть коррелированы, а это существенно влияет на выбор алгоритмов обработки результатов (см., например, разд. 4). Ниже рассмотрен один из возможных алгоритмов генерации выборок из многомерной случайной величины [7] с заданной корреляционной матрицей. Предположим, что результат измерения в каждой из n экспериментальных точек есть нормально распределенная величина yi (i=1,2...n) со своим матожиданием Муi, дисперсией Dyi, но эти величины не независимы, каждой паре величин yi,yj соответствует коэффициент корреляции Rij (3.13).
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Корреляционной матрицей называется матрица R c элементами, определяемыми (П2.1). Ее размерность n х n, она симметрична относительно диагонали, на которой стоят согласно (П2.1) единицы.  

Задача состоит в том, чтобы сгенерировать выборки из p значений каждой из величин yi так, чтобы это были выборки из нормально распределенных величин с заданным матожиданием Муi, дисперсией Dyi, но не независимых, а характеризующихся заданной корреляционной матрицей. Далее будем генерировать величины с Муi=0 и Dyi =1, т. к., добавив к каждому полученному числу из p значений каждой из величин yi постоянное аi, мы получим выборку значений с матожиданием аi, умножив эти числа на (i мы получим значения с дисперсией (i2. 

Величины y1,  y2, ….. yn могут быть получены из нормально распределенных независимых случайных величин (1, (2,…(n следующим образом [21]:

yk= ck1y1+ck2y2+…ck,k-1yk-1+ckk(k     1(k(n,                                  (П2.2) 

где коэффициенты с k1, ck2, …ck,k-1 определяются из системы линейных уравнений:

с k1R11+ ck2 R12+ …….…ck,k-1 R1k-1= R1k

с k1R21+ ck2 R22+ ………..ck,k-1 R2k-1= R2k                                                       (П2.3) 

…………………………………………..

с k1Rk-1,1+ ck2 Rk-1,2+ …ck,k-1 Rk-1,k-1= Rk-1,k

Коэффициенты с kk  находятся из условия:
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(знак при извлечении корня можно брать любой). 

Задав матрицу R, определяем коэффициенты с. Очевидно, что с11=1 (см. П2.4), следовательно, y1=(1; для определения с21 достаточно только одного уравнения из (П2.3), с21= R12; с222= 1- с221, (напомним, что все диагональные элементы R равны 1); для определения с31 , с32 уже нужно  решать систему из двух уравнений и т. д.

После того, как все коэффициенты с определены, генерируются тем или иным способом выборки p значений величин (im (m=1, 2,….p) и вычисляются выборки yim  по (П2.2) для каждого k (1(k(n):
ykm= ck1y1m+ck2y2m+…ck,k-1yk-1m+ckk(km     m=1,2,….p.                       (П2.5)

Построив затем выборочную ковариационную матрицу
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согласно (П1.1), (П1.2), можно проверить, насколько она близка к заданной, близость будет возрастать по мере роста объемов выборок p. 
Поясним алгоритм примером, чтобы он не был громоздким сгенерируем выборку объемом р=50 трехмерной случайной величины. (n=3) c корреляционной матрицей 
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Определяем коэффициенты с: с11=1, с21=R12=0.8, c222=1-0.82 R11=0.36, c22=0.6.

Далее решаем систему:
c31R11+c32 R12 = R13                                  c31+0.8 c32  = 0.2
c31R12+c32 R22 = R23 , т.е.               0.8c31+c32  = 0.6   ,

Получим: с31=-0.778 , с32=1.222.

с332= R33 -c31 c31R11-c32 c31R12-c31 c32R21-c32 c32R33=1-0.7782+2(0.778(1.22(0.8-1.2222=0.423

Возьмем: с33=- 
[image: image194.wmf]423
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=-0.65. Сгенерируем 3 выборки по 50 значений величин (i~N(0,1) (использован генератор из Mathcad). В таблицу внесено только по 5 первых значений(i, чтобы продемонстрировать, как из них получаются yi.

M
(1
(2
(3
y1=(1
y2=0.8 y1+0.6(2
y3=-0.778 y1+

1.22 y2 –0.65(3

1
0.7
-1.1
-0.887
0.7
-0.1
0.09

2
-0.539
-0.714
-0.482
-0.539
-0.86
-0.318

3
0.372
-0.583
0.712
0.372
-0.052
-0.817

4
0.023
2.216
-0.367
0.023
1.348
1.868

5
0.408
0.288
0.993
0.408
0.153
0.516


………..
………...
………….
………….
………………..
………………

Cреднее
0.094
-0.096
-0.1
0.098
0.018
0.014

S2
1.998
0.972
0.813
1.998
1.509
0.862

В последние строки таблицы внесены средние арифметические и оценки дисперсий; выборочная ковариационная матрица, построенная с помощью коэффициентов, рассчитанных по (3.14) имеет вид:
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Если увеличить объем выборок до р=5000, то выборочные коэффициенты корреляции отличаются от желаемых не более, чем на 5%.

П3. СТАТИСТИЧЕСКИЕ ТАБЛИЦЫ
Таблица П3.1. 

Нормальное распределение [4] 
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Z
((Z)
Ф(z)

0.1
0.39695
0.92034
2.2
0.03547
0.02780

0.2
0.39104
0.84148
2.3
0.02833
0.02144

0.3
0.38139
0.76418
2.4
0.02239
0.01640

0.4
0.36827
0.68916
2.5
0.01753
0.01242

0.5
0.35207
0.61708
2.6
0.01358
0.00932

0.6
0.33322
0.54850
2.7
0.01042
0.00694

0.7
0.31225
0.48392
2.8
0.00792
0.00512

0.8
0.28969
0.42372
2.9
0.00595
0.00374

0.9
0.26609
0.36812
3.0
0.00443
0.00270

1.0
0.24197
0.31732
3.1
0.00327
0.00194

1.1
0.21785
0.27134
3.2
0.00238
0.00138

1.2
0.19419
0.23014
3.3
0.00172
0.00096

1.3
0.17137
0.19360
3.4
0.00123
0.00068

1.4
0.14973
0.16152
3.5
0.00087
0.00046

1.5
0.12952
0.13362
3.6
0.00061
0.00032

1.6
0.11092
0.10960
3.7
0.00042
0.00022

1.7
0.09405
0.08914
3.8
0.00029
0.00014

1.8
0.07895
0.07186
3.9
0.00020
0.00010

1.9
0.06562
0.05744
4.0
0.00013
0.00006

2.0
0.05399
0.04550




Таблица П3.2.

Распределение (2, значения (2q и вероятности P того, что (2    > (2q
при числе степеней свободы (
P

(
0.99
0.98
0.95
0.90
0.80
0.70

1. 
0.00016
0.00063
0.00393
0.0158
0.0642
0.148

2. 
0.0201
0.0404
0.103
0.211
0.446
0.713

3. 
0.115
0.185
0.352
0.584
1.005
1.424

4. 
0.297
0.429
0.711
1.064
1.649
2.195

5. 
0.554
0.752
1.145
1.610
2.343
3.000

6. 
0.872
1.134
1.635
2.204
3.070
3.828

7. 
1.239
1.564
2.167
2.833
3.822
4.671

8. 
1.646
2.032
2.733
3.490
4.594
5.527

9. 
2.088
2.532
3.325
4.168
5.380
6.393

10. 
2.558
3.059
3.940
4.865
6.179
7.267

11. 
3.053
3.609
4.575
5.578
6.989
8.148

12. 
3.571
4.178
5.226
6.304
7.807
9.034

13. 
4.107
4.765
5.892
7.042
8.634
9.926

14. 
4.660
5.368
6.571
7.790
9.467
10.821

15. 
5.229
5.985
7.261
8.547
10.307
11.721

16. 
5.812
6.614
7.962
9.312
11.152
12.624

17. 
6.408
7.255
8.672
10.085
12.002
13.531

18. 
7.015
7.906
9.390
10.865
12.857
14.440

19. 
7.633
8.567
10.117
11.651
13.716
15.352

20. 
8.260
9.237
10.851
12.444
14.578
16.266

21. 
8.897
9.915
11.591
13.240
15.445
17.182

22. 
9.542
10.680
12.338
14.041
16.314
18.101

23. 
10.196
11.293
13.091
14.848
17.187
19.021

24. 
10.856
11.992
13.848
15.659
18.062
19.943

25. 
11.524
12.697
14.611
16.473
18.940
20.867

26. 
12.198
13.409
15.379
17.292
19.820
21.792

27. 
12.879
14.125
16.151
18.114
20.703
22.710

28. 
13.565
14.847
16.928
18.939
21.588
23.647

29. 
14.256
15.574
17.708
19.768
22.475
24.577

30. 
14.953
16.306
18.493
20.599
23.364
25.508

Продолжение таблицы П3.2

P

(
0.50
0.30
0.20
0.10
0.05
0.02
0.01

1. 
0.455
1.074
1.672
2.706
3.841
5.412
6.635

2. 
1.386
2.408
3.219
4.605
5.991
7.824
9.210

3. 
2.366
3.665
4.642
6.251
7.815
9.937
11.345

4. 
3.357
4.878
5.980
7.779
9.488
11.668
13.277

5. 
4.351
6.064
7.289
9.236
11.070
13.388
15.068

6. 
5.348
7.231
8.558
10.645
12.592
15.033
16.812

7. 
6.346
8.383
9.803
12.017
14.067
16.622
18.475

8. 
7.344
9.524
11.030
13.362
15.507
18.168
20.090

9. 
8.343
10.656
12.242
14.684
16.919
19.679
21.666

10. 
9.342
11.781
13.442
15.987
18.307
21.161
23.209

11. 
10.341
12.899
14.631
17.275
19.675
22.618
24.725

12. 
11.340
14.011
15.812
18.549
21.026
24.054
26.217

13. 
12.340
15.119
16.985
19.812
22.362
25.472
27.688

14. 
13.339
16.222
18.151
21.064
23.685
26.873
29.141

15. 
14.339
17.322
19.311
22.307
24.996
28.259
30.578

16. 
15.338
18.418
20.465
23.542
26.296
29.633
32.000

17. 
16.338
19.511
21.615
24.769
27.587
30.995
33.409

18. 
17.338
20.601
22.760
25.989
28.869
32.346
34.805

19. 
18.388
21.689
23.900
27.204
30.114
33.687
36.191

20. 
19.337
22.775
25.038
28.412
31.410
35.020
37.566

21. 
20.337
23.858
26.171
29.615
32.671
36.343
38.932

22. 
21.337
24.939
27.301
30.813
33.924
37.659
40.289

23. 
22.337
26.018
28.429
32.007
35.172
38.968
41.638

24. 
23.337
27.096
29.553
33.196
36.415
40.270
42.980

25. 
24.337
28.172
30.675
34.382
37.652
41.566
44.314

26. 
25.336
29.246
31.795
35.563
38.885
42.856
45.642

27. 
26.336
30.319
32.912
36.741
40.113
44.140
46.963

28. 
27.336
31.391
34.027
37.916
41.337
45.419
48.278

29. 
28.336
32.461
35.139
39.087
42.557
46.693
49.588

30. 
29.336
33.530
36.250
40.256
43.773
47.962
50.892

Таблица П3.3.       

t-распределение Стьюдента.

Значения tq и вероятности P того, что | t |> tq при числе степеней свободы (
P

(
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4

1. 
0.158
0.325
0.510
0.727
1.000
1.376

2. 
0.142
0.289
0.445
0.617
0.816
1.061

3. 
0.137
0.277
0.424
0.584
0.765
0.978

4. 
0.134
0.271
0.414
0.569
0.741
0.941

5. 
0.132
0.267
0.408
0.559
0.727
0.920

6. 
0.131
0.265
0.404
0.553
0.718
0.906

7. 
0.130
0.263
0.402
0.549
0.711
0.896

8. 
0.130
0.262
0.399
0.546
0.706
0.889

9. 
0.129
0.261
0.398
0.543
0.703
0.883

10. 
0.129
0.260
0.397
0.542
0.700
0.879

11. 
0.129
0.260
0.396
0.540
0.697
0.876

12. 
0.128
0.259
0.395
0.539
0.695
0.873

13. 
0.128
¦    0.259
0.394
0.538
0.694
0.870

14. 
0.128
0.258
0.393
0.537
0.692
0.868

15. 
0.128
0.258
0.393
0.536
0.691
0.866

16. 
0.128
0.258
0.392
0.535
0.690
0.865

17. 
0.128
0.257
0.392
0.534
0.689
0.863

18. 
0.127
0.257
0.392
0.534
0.688
0.862

19. 
0.127
0.257
0.391
0.533
0.688
0.861

20. 
0.127
0.257
0.391
0.533
0.687
0.860

21. 
0.127
0.257
0.391
0.532
0.686
0.858

22. 
0.127
0.256
0.390
0.532
0.686
0.858

23. 
0.127
0.256
0.390
0.532
0.685
0.858

24. 
0.127
0.256
0.390
0.531
0.685
0.857

25. 
0.127
0.256
0.390
0.531
0.684
0.856

26. 
0.127
0.256
0.390
0.531
0.684
0.856

27. 
0.127
0.256
0.389
0.531
0.684
0.855

28. 
0.127
0.256
0.389
0.530
0.683
0.855

29. 
0.127
0.256
0.389
0.530
0.683
0.855

30. 
0.127
0.256
0.389
0.530
0.683
0.854

(
0.12566
0.25335
0.38532
0.52440
0.67449
0.84162

Продолжение таблицы П3.3
P

(
0.3
0.2
0.1
0.05
0.02
0.01

1. 
1.963
3.078
6.314
12.706
31.821
63.657

2. 
1.386
1.886
2.920
4.303
6.965
9.925

3. 
1.250
1.638
2.353
3.182
4.541
5.841

4. 
1.190
1.533
2.132
2.776
3.747
4.604

5. 
1.156
1.476
2.015
2.571
3.365
4.032

6. 
1.134
1.440
1.943
2.447
3.143
3.707

7. 
1.119
1.415
1.895
2.365
2.998
3.499

8. 
1.108
1.397
1.860
2.306
2.896
3.355

9. 
1.100
1.383
1.836
2.262
2.821
3.250

10. 
1.093
1.372
1.812
2.228
2.764
3.169

11. 
1.088
1.363
1.796
2.201
2.718
3.106

12. 
1.083
1.356
1.782
2.179
2.681
3.055

13. 
1.079
1.350
1.771
2.160
2.650
3.012

14. 
1.076
1.345
1.761
2.145
2.624
2.977

15. 
1.074
1.341
1.753
2.131
2.602
2.947

16. 
1.071
1.337
1.746
2.120
2.583
2.921

17. 
1.069
1.333
1.740
2.110
2.567
2.898

18. 
1.067
1.330
1.734
2.101
2.552
2.878

19. 
1.066
1.328
1.729
2.093
2.539
2.861

20. 
1.064
1.325
1.725
2.086
2.528
2.845

21. 
1.063
1.323
1.721
2.080
2.518
2.831

22. 
1.061
1.321
1.717
2.074
2.508
2.819

23. 
1.060
1.319
1.714
2.069
2.500
2.807

24. 
1.059
1.318
1.711
2.064
2.492
2.797

25. 
1.058
1.316
1.708
2.060
2.485
2.787

26. 
1.058
1.315
1.706
2.056
2.479
2.779

27. 
1.057
1.314
1.703
2.052
2.473
2.771

28. 
1.056
1.313
1.701
2.048
2.467
2.763

29. 
1.055
1.311
1.699
2.045
2.462
2.756

30. 
1.055
1.310
1.697
2.042
2.457
2.750

(
1.03643
1.28155
1.64485
1.95996
2.32634
2.57582

    Таблица П3.4.  

Значения Fq такие, что P{F>Fq} = 0.05;
k1 - число степеней свободы числителя; k2 - знаменателя
k1
k2
1. 
2. 
3. 
4. 
5. 

1. 
161.45
199.50
215.71
224.58
230.16

2. 
18.513
19.000
19.164
19.247
19.296

3. 
10.128
9.5521
9.2766
9.1172
9.0135

4. 
7.7086
6.9443
6.5914
6.3883
6.2560

5. 
6.6079
5.7861
5.4095
5.1922
5.0503

6. 
5.9874
5.1433
4.7571
4.5337
4.3874

7. 
5.5914
4.7374
4.3468
4.1203
3.9715

8. 
5.3177
4.4590
4.0662
3.8378
3.6875

9. 
5.1174
4.2565
3.8626
3.6331
3.4817

10. 
4.9646
4.1028
3.7083
3.4780
3.3258

11. 
4.8443
3.9823
3.5874
3.3567
3.2039

12. 
4.7472
3.8853
3.4903
3.2592
3.1059

13. 
4.6672
3.8056
3.4105
3.1791
3.0254

14. 
4.6001
3.7389
3.3439
3.1122
2.9582

15. 
4.5431
3.6823
3.2874
3.9013
3.0566

16. 
4.4940
3.6337
3.2389
3.0069
2.8524

17. 
4.4513
3.5915
3.1968
2.9647
2.8100

18. 
4.4139
3.5546
3.1599
2.9277
2.7729

19. 
4.3808
3.5219
3.1274
2.8951
2.7401

20. 
4.3513
3.4928
3.0984
2.8661
2.7109

21. 
4.3248
3.4668
3.0725
2.8401
2.6848

22. 
4.3009
3.4434
3.0491
2.8167
2.6613

23. 
4.2793
3.4221
3.0280
2.7955
2.6400

24. 
4.2597
3.4028
3.0088
2.7763
2.6207

25. 
4.2417
3.3852
2.9912
2.7587
2.6030

26. 
4.2252
3.3690
2.9751
2.7426
2.5868

27. 
4.2100
3.3541
2.9604
2.7278
2.5719

28. 
4.1960
3.3404
2.9467
2.7141
2.5581

30. 
4.1709
3.3158
2.9223
2.6896
2.5336

40. 
4.0848
3.2317
2.8387
2.6060
2.4495

60. 
4.0012
3.1504
2.7581
2.5252
2.3683

120. 
3.9201
3.0718
2.6802
2.4472
2.2900

(
3.8415
2.9957
2.6049
2.3719
2.2141

       Продолжение таблицы П3.4

k1
k2
6. 
7. 
8. 
9. 

1. 
233.99
236.77
238.88
240.54

2. 
19.330
19.353
19.371
19.385

3. 
8.9406
8.8868
8.8452
8.8123

4. 
6.1631
6.0942
6.0410
5.9988

5. 
4.9503
4.8759
4.8183
4.7725

6. 
4.2839
4.2066
4.1468
4.0990

7. 
3.8660
3.7870
3.7257
3.6767

8. 
3.5806
3.5005
3.4381
3.3881

9. 
3.3738
3.2927
3.2296
3.1789

10. 
3.2172
3.1355
3.0717
3.0204

11. 
3.0946
3.0123
2.9480
2.8962

12. 
2.9961
2.9134
2.8486
2.7964

13. 
2.9153
2.8321
2.7669
2.7144

14. 
2.8477
2.7642
2.6987
2.6458

15. 
2.7905
2.7066
2.6408
2.5876

16. 
2.7413
2.6572
2.5911
2.5377

17. 
2.6987
2.6143
2.5480
2.4943

18. 
2.6613
2.5767
2.5102
2.4563

19. 
2.6283
2.5435
2.4768
2.4227

20. 
2.5990
2.5140
2.4471
2.3928

21. 
2.5727
2.4876
2.4204
2.3661

22. 
2.5491
2.4638
2.3965
2.3419

23. 
2.5277
2.4422
2.3748
2.3201

24. 
2.5082
2.4226
2.3551
2.3002

25. 
2.4904
2.4047
2.3371
2.2821

26. 
2.4741
2.3883
2.3205
2.2655

27. 
2.4591
2.3732
2.3053
2.2501

28. 
2.4453
2.3593
2.2913
2.2360

30
2.4205
2.3343
2.2662
2.2107

40
2.3359
2.2490
2.1802
2.1240

60
2.2540
2.1665
2.0970
2.0401

120
2.1750
2.0867
2.0164
1.9588

(
2.0986
2.0096
1.9384
1.8799

   Продолжение табл. П3.4

k1
k2
10
12
15
20
24

1. 
241.88
243.91
245.95
248.01
249.05

2. 
19.396
19.413
19.429
19.446
19.454

3. 
8.7855
8.7446
8.7029
8.6602
8.6385

4. 
5.9644
5.9117
5.8578
5.8025
5.7744

5. 
4.7351
4.6777
4.6188
4.5581
4.5272

6. 
4.0600
3.9999
3.9381
3.8743
3.8415

7. 
3.6365
3.5747
3.5108
3.4445
3.4105

8. 
3.3472
3.2840
3.2184
3.1503
3.1152

9. 
3.1373
3.0729
3.0061
2.9365
2.9005

10. 
2.9782
2.9130
2.8450
2.7740
2.7372

11. 
2.8536
2.7876
2.7186
2.6464
2.6090

12. 
2.7534
2.6866
2.6169
2.5436
2.5055

13. 
2.6710
2.6037
2.5331
2.4589
2.4202

14. 
2.6021
2.5342
2.4630
2.3879
2.3487

15. 
2.5437
2.4753
2.4035
2.3275
2.2878

16. 
2.4935
2.4247
2.3522
2.2756
2.2354

17. 
2.4499
2.3807
2.3077
2.2304
2.1898

18. 
2.4117
2.3421
2.2686
2.1906
2.1497

19. 
2.3779
2.3080
2.2341
2.1555
2.1141

20. 
2.3479
2.2776
2.2033
2.1242
2.0825

21. 
2.3210
2.2504
2.1757
2.0960
2.0540

22. 
2.2967
2.2258
2.1508
2.0707
2.0283

23. 
2.2747
2.2036
2.1282
2.0476
2.0050

24. 
2.2547
2.1834
2.1077
2.0267
1.9838

25. 
2.2365
2.1649
2.0889
2.0075
1.9643

26. 
2.2197
2.1479
2.0716
1.9898
1.9464

27. 
2.2043
2.1323
2.0558
1.9736
1.9299

28. 
2.1900
2.1179
2.0411
1.9586
1.9147

30
2.1646
2.0921
2.0148
1.9317
1.8874

40
2.0772
2.0035
1.9245
1.8389
1.7929

60
1.9926
1.9174
1.8364
1.7480
1.7001

120
1.9105
1.8337
1.7505
1.6587
1.6084

(
1.8307
1.7522
1.6664
1.5705
1.5173

   Продолжение таблицы3.4

k1
k2
30
40
60
120
(

1. 
250.09
251.14
252.20
253.25
254.32

2. 
19.462
19.471
19.479
19.487
19.496

3. 
8.6166
8.5944
8.5720
8.5494
8.5265

4. 
5.7459
5.7170
5.6878
5.6581
5.6281

5. 
4.4957
4.4638
4.4314
4.3984
4.3650

6. 
3.8082
3.7743
3.7398
3.7047
3.6688

7. 
3.3758
3.3404
3.3043
3.2674
3.2298

8. 
3.0794
3.0428
3.0053
2.9669
2.9276

9. 
2.8637
2.8259
2.7872
2.7475
2.7067

10. 
2.6996
2.6609
2.6211
2.5801
2.5379

11. 
2.5705
2.5309
2.4901
2.4480
2.4045

12. 
2.4663
2.4259
2.3842
2.3410
2.2962

13. 
2.3803
2.3392
2.2966
2.2524
2.2064

14. 
2.3082
2.2664
2.2230
2.1778
2.1307

15. 
2.2468
2.2043
2.1601
2.1141
2.0658

16. 
2.1938
2.1507
2.1058
2.0589
2.0096

17. 
2.1477
2.1040
2.0584
2.0107
1.9604

18. 
2.1071
2.0629
2.0166
1.9681
1.9168

19. 
2.0712
2.0264
1.9796
1.9302
1.8780

20. 
2.0391
1.9938
1.9464
1.8963
1.8432

21. 
2.0102
1.9645
1.9165
1.8657
1.8117

22. 
1.9842
1.9380
1.8895
1.8380
1.7831

23. 
1.9605
1.9139
1.8649
1.8128
1.7570

24. 
1.9390
1.8920
1.8424
1.7897
1.7331

25. 
1.9192
1.8718
1.8217
1.7684
1.7110

26. 
1.9010
1.8533
1.8027
1.7488
1.6906

27. 
1.8842
1.8361
1.7851
1.7307
1.6717

28. 
1.8687
1.8203
1.7689
1.7138
1.6541

30
1.8409
1.7918
1.7396
1.6835
1.6223

40
1.7444
1.6928
1.6373
1.5766
1.5089

60
1.6491
1.5943
1.5343
1.4673
1.3893

120
1.5543
1.4952
1.4290
1.3519
1.2539

(
1.4591
1.3940
1.3180
1.2214
1.0000

Таблица П3.5

Значения Rq такие, что P{| r | > Rq}= ( (n – объем выборок)

(
n-2
0.1
0.05
0.02
0.01
0.005

2. 
0.9000
0.9500
0.9800
0.9900
0.9950

3. 
0.805
0.878
0.9343
0.9587
0.9740

4. 
0.729
0.811
0.882
0.9172
0.9417

5. 
0.669
0.754
0.833
0.875
0.9056

6. 
0.621
0.707
0.789
0.834
0.870

7. 
0.9582
0.666
0.750
0.796
0.836

8. 
0.549
0.632
0.715
0.765
0.805

9. 
0.521
0.602
0.685
0.735
0.776

10. 
0.497
0.576
0.658
0.708
0.750

11. 
0.476
0.553
0.634
0.684
0.726

12. 
0.457
0.532
0.612
0.661
0.703

13. 
0.441
0.514
0.592
0.641
0.683

14. 
0.426
0.497
0.574
0.623
0.664

15. 
0.412
0.482
0.558
0.606
0.647

16. 
0.400
0.468
0.543
0.590
0.631

17. 
0.389
0.456
0.529
0.575
0.616

18. 
0.378
0.444
0.516
0.561
0.602

19. 
0.369
0.433
0.503
0.549
0.589

20. 
0.360
0.423
0.492
0.537
0.576

25
0.323
0.381
0.445
0.487
0.524

30
0.296
0.349
0.409
0.449
0.484

35
0.275
0.325
0.381
0.418
0.452

40
0.257
0.304
0.358
0.393
0.425

45
0.243
0.288
0.338
0.372
0.403

50
0.231
0.273
0.322
0.354
0.384

60
0.211
0.250
0.295
0.325
0.352

70
0.195
0.232
0.274
0.302
0.327

80
0.183
0.217
0.257
0.283
0.307

90
0.173
0.205
0.242
0.267
0.290

100
0.164
0.195
0.230
0.254
0.276

 Таблица П3.6

Критические точки распределения критерия G
(k - число степеней свободы для оценок (k=n-1), p - количество выборок)
Уровень значимости ( = 0.05

k

р
1
2
3
4
5
6
7

2
0,9985
0,9750
0,9392
0,9057
0,8772
0,8534
0,8332

3
9669
8709
7977
7457
7071
6771
6530

4
9065
7679
6841
6287
5895
5598
5365

5
0,8412
0,6338
0,5981
0,5440
0,5063
0,4783
0,4564

6
7808
6161
5321
4803
4447
4184
3980

7
7271
5612
4800
4307
3974
3726
3535

8
0,6798
0,5157
0,4377
0,3910
0,3595
0,3362
0,3185

9
6385
4775
4027
3584
3286
3067
2901

10
6020
4450
3733
3311
3029
2823
2666

12
0,5410
0,3924
0,3624
0,2880
0,2624
0,2439
0,2299

15
4709
3346
2758
2419
2195
2034
1911

20
3894
270Б
2205
1921
1735
1602
1501

24
0,3434
0,2354
0,1907
0,1656
0,1493
0,1374
0,1286

30
2929
1980
1593
1377
1237
1137
1061

40
2370
1576
1259
1082
0968
0887
0827

60
0,1737
0,1131
0,0895
0,0765
0,0682
0,0623
0,0583

120
0998
0632
0495
0419
0371
0337
0312

00
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000

k

р 
8
9

10

16
36
144
(

2
0,8159
0,8010
0,7880
0,7341
0,6602
0,5813
0,5000

3
6333
6167
6025
5466
4748
4031
3333

4
5175
5017
4884
4366
3720
3093
2500

5
0,4387
0,4241
0,4118
0,3045
0,3066
0,2013
0,2000

6
3817
3682
3568
3135
2612
2119
1667

7
3384
3259
3154
2756
2278
1833
1429

8
0,3043
0,2926
0,2829
0,2462
0,2022
0,1616
0,1250

9
2768
2659
2568
2226
1820
1446
1111

10
2541
2439
2353
2032
1655
1308
1000

12
0,2187
0,2098
0,2020
0,1737
0,1403
0,1100
0,0833

15
1815
1736
1671
1429
1144
0889
0667

20
1422
1357
1303
1108
0879
0675
0500

24
0,1216
0,1160
0,1113
0,0942
0,0743
0,0567
0,0417

30
1002
0958
0921
0771
0604
0457
0333

40
0780
0745
0713
0595
0462
0347
0250

60
0,0552
0,0520
0,0497
0,0411
0,0316
0,0234
0,.0167

120
0292
0279
0266
0218
0165
0120
0083

(
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000

 Таблица П3.7. 

Значения верхнего предела n(2 в зависимости от уровня значимости (
Уровни значимости

( = P{n(2> zq}
0.50
0.40
0.30
0.20
0.10

               zq
0.1184
0.1467
0.1843
0.2412
0.3473

Уровни значимости

( = P{n(2> zq}
0.05
0.03
0.02
0.01
0.001

                  zq
0.4614
0.5489
0.6198
0.7435
1.1679
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