5.2. Плазменная томография

5.2.1. Принципы томографии [28,29].
Пусть в пространстве n измерений задана функция f(x), x=(х1,х2....xn). Введем в этом пространстве новые координаты U=Px, где P - матрица преобразования, и проинтегрируем:

Р(U1,U2,...Ui-1,Ui+1...Un)=
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Тогда Р называется проекцией функции f на гиперплоскость Ui=const, это функция n-1 переменной. Таким образом, проекция - это отображение функции n переменных в функцию n-I переменной путем интегрирования по одной из переменных.

Изменив матрицу преобразования P, получим другую проекцию.

Задача томографии состоит в восстановлении исходной функции f по набору всевозможных проекций. Общее решение этой задачи было найдено австрийским математиком Радоном еще в 1917 году и доказано существование и единственность этого решения. Однако на практике возможна регистрация лишь конечного числа проекций с конечной точностью. Показано [80], что только если объект состоит из конечного числа дискретных точек ( а такие задачи могут возникать при исследовании конфигурации макрочастиц в пылевой плазме[11]) необходимо и достаточно получить 3 проекции : две в произвольных направлениях и третью в направлении , не совпадающем ни с одной прямой , соединяющей любые две точки в объекте. При регтстрации непрерывных распределений задача сразу становится неопределенной. Возможны лишь приближенные ее решения, которые к тому же не единственны. Все многочисленные вычислительные алгоритмы, применяемые в томографии, направлены на то, чтобы найти в некотором отношении оптимальную оценку решения в заданном классе искомых функций f (например, наиболее "гладкое" из допустимых решений или наиболее вероятную оценку f и т.п.).Практическое значение имеют прежде всего трехмерные функции, т.к. ими описывается распределение параметров реальных объектов (например, концентрации атомов в неоднородной плазме).

Обычно для восстановления трехмерной функции f(x,y,z) используют одномерные проекции ее двухмерных сечений f(x,y) при фиксированном z, т.е. как бы восстанавливают послойно при разных z двухмерные сечения объекта (отсюда и слово "томография" - описание сечений) (рис. 5.3). 
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Рис. 5.3. Трехмерный объект
Рассмотрим эту задачу подробнее. Пусть задана функция двух переменных f(x,y). Введем новые координаты u,v, повернутые относительно x,y на угол ( (см. таблицу 5.1). При различных ( получим набор проекций:

Р( (v) =
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Таким образом, задача восстановления функции f(u,v) по функции Р((v) сводится к решению интегрального уравнения (5.4).



Таблица 5.1. 

Связь между системами координат, применяемыми в вычислительной томографии

Плоскость сечения


Фурье-плоскость
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Неподвижная система

x,y

x=v(cos(-u(sin(, y=v(sin(+u(cos(
(x,(y

(x=V(cos(-U(sin(, (y=V(sin(+U(cos(

Подвижная система

u,v 

u=-x(sin(+y(cos(, v=x(cos(+y(sin(
U,V 

U=(x(cos(+(y(sin(, V=-(x(sin(+(y(cos(

Полярные координаты

r, (
x=r(cos (, y=r(sin(
 |V|, (
(x=|V| cos(,  (y=|V| sin(

Алгоритмы решения можно разбить на три группы:

а) Восстановление сечений с использованием Фурье-преобразования.

Перейдем от функции f(x,y) к ее Фурье-образу F((x,(y) и, соответственно, от f(u,v) к Фурье-образу F(U,V) (U=(u, V=(v - повернутые на угол ( координаты в Фурье-плоскости) (см. таблицу 5.1)
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Положим в последней формуле U=0:


[image: image8.wmf]dudv

)

ivV

iuU

exp(

)

v

,

u

(

f

)

V

,

U

(

F

-

-

=

ò

¥

¥

-

                                (5.7)

Мы видим, сравнив (5.7) с (5.4), что Фурье-образ искомой функции в точках Фурье-плоскости, лежащих на прямой U=0, есть одномерный Фурье-образ соответствующей проекции Р((v).

Следовательно, вообще говоря, вычисляя Фурье-образы проекций, полученных при разных (, мы можем найти Фурье-образ искомой функции во всех точках Фурье-плоскости (x,(y и восстановить f(x,y) по формуле (5.5). Переходя в Фурье-плоскости к полярным координатам и используя формулы из таблицы 5.1, а также (5.7), получим:
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Hа формуле (5.8) построен ряд конкретных вычислительных алгоритмов, в частности, метод обратной проекции.

Положим в (5.8) |V|=1, тогда, опуская постоянный предынтегральный множитель,


[image: image11.wmf]q

»

ò

p

q

d

)

v

(

P

)

y

,

x

(

f

0

                                                           (5.9)

или при измерении конечного числа проекций
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Восстановление изображения по формуле (5.10) получило название "метод обратной проекции". Проекция Р((v) как бы размазывается по всей области существования f(x,y) и восстановленная функция есть результат наложения этих "размазанных" проекций, повернутых под различными углами. Видно, что, во-первых, изображение восстанавливается этим методом с точностью до некоторой постоянной, значение которой, правда, легко найти, использовав для нормировки любую проекцию, вычисленную по формуле (5.3). Во -вторых, восстановление приближенно и точность приближения тем хуже, чем шире спектр проекций Р((v); если же Фурье-образ проекций отличен от нуля в узком интервале значений V, то замена |V| в этом интервале постоянной величиной не вносит заметных искажений в результат восстановления.

Более точный результат дает  обратная проекция с фильтрацией сверткой. Предположим, что |V| есть Фурье-образ некоторой функции К(v), тогда произведение |V| на Фурье-образ проекции можно рассматривать как Фурье-образ свертки самой проекции и К(v) и из (5.8) следует 
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где G((v) - результат свертки измерений проекции Р((v) с некоторой функцией K(v), называемой ядром свертки, Фурье-образ которой близок к |V|.

Строго говоря, 

K(v)=Ф-1(|V|)=
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 Точное вычисление K(v) невозможно ввиду расходимости этого интеграла, но это и не нужно, т.к. дискретизация отсчетов на проекциях через интервалы (v автоматически ограничивает область задания Ф{Р((v)} максимальным значением Vmax=(/((v). Интеграл (5.12) в пределах от Vmax до V max легко вычисляется:

K(v)=
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Если положить v=m(v   (m=0,(I,(2...), то  K(0)= (2/((v)2.

K(m)=0, если m четное, K(m)=
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Удобство алгоритма обратной проекции с фильтрацией состоит в том, что вычислительный процесс восстановления может идти почти одновременно с регистрацией проекции: как только получена очередная проекция Р((v), осуществляется ее свертка с ядром K(m) и добавление данных в ячейки памяти, накапливающие результаты суммирования по формуле (5.11). Как только обработана последняя проекция, функция восстановлена.

б)  Алгебраические методы восстановления. 
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Рис. 5.4. Разбиение сечения на однородные участки
Разбив мысленно сечение объекта на M участков, в каждом из которых значение функции f(x,y) приближенно принимается постоянным (рис. 5.4), можно свести интегральное уравнение (5.4) к системе алгебраических уравнений вида: 
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Здесь Pj - один из элементов проекции, f i - искомое значение функции в i-ом элементе сечения, tij - геометрический коэффициент - длина пути j-го луча наблюдения в i-ом элементе сечения. tij образуют матрицу коэффициентов системы (5.14).

При большом числе элементов M  сечения решение системы неустойчиво по отношению к погрешностям измерения Рj и даже к погрешностям вычислений. Такие системы, как правило, решают методом последовательных приближений или c использованием приемом статистической регуляризации [30,49].

в)  Преобразование Радона
Формулу (5.4) можно переписать в виде

Р((v)=
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Это означает, что осуществляется интегрирование вдоль прямой u, проходящей на расстоянии v от начала координат, аргумент (-функции - это уравнение прямой v=const, которое легко получить из связи x, y с u, v, приводимой в таблице 5.1.

Радоном найден аналитический вид решения уравнения (5.15). Обычно это решение представляют в полярных координатах (r,() в плоскости сечения (см. таблицу 5.1).

f(r, ()=
[image: image20.wmf]dv

v

)

cos(

r

dv

)

v

,

(

dP

d

2

1

0

2

ò

ò

p

¥

¥

-

-

q

-

j

-

q

q

p

.                                         (5.16)

Из выражения (5.16) легко получить для аксиально-симметричной функции f(r,() стандартную формулу обращения Абеля (положив (=0, учтя, что Р не зависит от (, и выполнив интегрирование по ():

f(r)=
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Реально интегрирование ведется до границы источника. Hеобходимость дифференцировать экспериментальную функцию Р(v) приводит к неустойчивости результата использования формул (5.16) и (5.17) к шумам эксперимента. Эта проблема неоднократно обсуждалась в отношении уравнения Абеля. Предложен целый ряд приемов, стабилизирующих решение. Например, аппроксимация экспериментальной функции полиномом с небольшим числом параметров, которые подбираются методом наименьших квадратов с последующим аналитическим решением интеграла (5.17) [31,32], поиск не точного, а усредненного по заданному пространственному интервалу решения f(r), величина которого зависит от уровня шумов [34]. Для одновременной обработки больших массивов поперечных профилей Р(v), относящихся к различным спектральным интервалам, рационально использовать метод главных компонент, что существенно повышает устойчивость к шумам [58]. (см. раздел 5.2.3)

5.2.2. Приложение методов томографии к задачам диагностики плазмы. 

Для определения локальных значений параметров плазмы - электронных и ионных концентраций атомов ионов и молекул в различных энергетических состояниях - могут быть использованы такие оптические характеристики элементарного объема  плазмы, как показатель преломления n((,r), коэффициент поглощения k((,r), коэффициент излучения (((,r). Здесь ( - длина волны, r - координаты некоторой точки в объеме плазмы. Связь этих оптических характеристик с параметрами плазмы обсуждалась выше.

Ни одна из вышеперечисленных величин непосредственно не измерима в неоднородной плазме. Измерены могут быть лишь соответствующие характеристики источника ( см. рис 1.1):

b((,v) - спектральная энергетическая яркость (в случае оптически тонкой плазмы) Q((,v) - "набег" фазы , ((( ,v)- оптическая толщина плазмы .

Интегрирование во всех случаях ведется вдоль "луча наблюдения", а вдоль перпендикулярного направления v возможно сканирование, т.е. все перечисленные интегральные характеристики можно рассматривать как проекции и при получении нескольких проекций методами томографии восстанавливать локальные характеристики n((,r),  k((,r),  ( ((,r).

Именно эта "типичность" плазменных задач для методов томографии и возбудила интерес к ней со стороны экспериментаторов, изучающих плазму.

Однако работы, в которых достигнуты конкретные физические результаты в настоящее время немногочисленны. Это объясняется трудностями практической реализации методов томографии в приложении к плазме, а именно, необходимостью выделять спектральный интервал во всех задачах "эмиссионной" томографии (т.е. при определении (((,r)), а главное, необходимостью работать с высоким временным разрешением, т.к. все неоднородные и несимметричные плазменные объекты, как правило, и нестационарны.

Большинство работ по эмиссионной плазменной томографии посвящено исследованиям сильноточных дуг в потоках газов при давлениях, близких к атмосферному, как правило, с наложением постоянного продольного или поперечного, или переменного магнитного поля и использованием в ряде случаев поперечного обдува дуги газом.

Конечная цель этих исследований состоит в выяснении физических процессов, происходящих в дуге, в частности, в объяснении зависимостей напряжения на дуге от расхода газа, исследовании влияния скорости обдува и величины магнитного поля на энергетический баланс дуги, анализе пространственно-временной динамики развития дуги. Hепосредственно измеряемой величиной во всех этих случаях является яркость эмиссии дуги в узком спектральном диапазоне, который, как правило, соответствует участку сплошного фона излучения дуги. Коэффициенты эмиссии, полученные путем решения уравнения (5.16), используются затем для определения температурного поля в плазме в предположении о том, что (((,r) определяется электронными свободно-свободным и свободно-связанным переходами и в плазме существует локальное термодинамическое равновесие (ЛТР), а поглощением можно пренебречь. Следует отметить, что хотя  это предположение, возможно, и не всегда обосновано, применение методов томографии позволило получить интересные качественные картины развития и горения сильноточных дуг в зависимости от внешних воздействий. В общем случае, при использовании методов эмиссионной томографии плазмы регистрируются K проекций некоторого сечения плазменного объекта, в каждой проекции измерение ведется в М точках, исследуется L различных спектральных интервалов в различные моменты времени от начала развития нестационарного разряда, число которых обозначим T. Итак, нужно собрать и обработать массив из KMLT отсчетов только для одного сечения разряда, если исследуется S сечений, во столько же раз увеличивается количество собираемой информации.

Естественно, что обработка информации при использовании методов томографии всегда выполняется с помощью ЭВМ, но и сам процесс ее сбора представляет существенные трудности. Наиболее эффективно применение для этих целей варианов координатно- чувствительной спектроскопи ("imaging  spectrometer"), описанных в разделе 3.4.12. Более ранние схемы описаны в работе[28].
Несмотря на то, что медицинская и промышленная томография базируются целиком на измерении оптических толщин исследуемых объектов для рентгеновского или других проникающих излучений, в задачах диагностики плазмы измерения поглощения пока почти не находят применения. Очевидно, препятствием к реализации абсорбционной томографии является отсутствие достаточного "парка" перестраиваемых лазеров, хотя с точки зрения "чистоты эксперимента" измерение поглощения предпочтительнее измерения собственного излучения: не надо делать предположений об отсутствии поглощения, почти в любой плазме можно найти диагностически "удобный" спектральный диапазон (например, крылья резонансных линий), где поглощение не очень велико и не очень мало. Обработка результатов совершенно аналогична случаю эмиссионной томографии, под проекциями следует понимать зависимость оптической толщины от координаты, перпендикулярной лучу зрения, а искомая функция - распределение коэффициента поглощения в сечении.
5.2.3. СВЧ-томография

Интересным приложением томографии к исследованию распределения концентраций атомов определенного сорта не только в плазме, но и в жидких и твердых телах и в биологических объектах являются методы СВЧ-томографии. Здесь используются известные эффекты ядерного или электронного парамагнитного резонанса (ЯМР и ЭПР). Если атом помещен во внешнее магнитное поле с индукцией В, то его энергетические уровни расщепляются. Величина расщепления зависит от индукции поля и квантовой природы уровней. Если теперь это атомы облучать переменным полем с частотой (r, соответствующей величине ращепления, 

(r=g(B/
[image: image22.wmf]h

,                                                          (5.48)

где ( - магнетон Бора (в случае ЭПР) и ядерный магнетон (в случае ЯМР), g - множитель, характеризующий квантовую природу уровня, то это излучение будет интенсивно поглощаться, причем доля поглощенной энергии пропорциональна концентрации атомов данного сорта. 

Исследуемый объект помещается в неоднородное магнитное поле, линейно изменяющееся вдоль направления V, и облучается СВЧ полем переменной частоты. Поглощение излучения с определенной частотой ( пропорционально количеству атомов в тех участках объекта, где индукция поля такова, что согласно (5.48) (r=(, т.е. для точек, лежащих на прямой, перпендикулярной V и соответствующей конкретному значению V. Таким образом, зависимость величины поглощения от ( является проекцией функции распределения концентрации на ось V. Изменяя направление градиента поля В, т.е. поворачивая ось V, получают набор проекций, по которым описанными выше методами восстанавливают пространственное распределение атомов [61].
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